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Chapitre 1

Introduction - La notion de mesure

1.1 Rappels sur les ensembles

Consicerons un ensemblE, c’esta-dire une collection d'objets apjasl les €léments”, ou les “points”, d&. L'ap-
partenance d’un point a 'ensembleF est notex € F, etz ¢ E signifie que le point: n’appartient pas E.

Une partie de/ est aussi un ensemble, appebus-ensemble dé: onécrit ¥ C F (on dit aussi qué” est “inclus”
dansFE) lorsqueF’ est un sous-ensemble de

Rappelons les dationselementaires sur les parties d’'un ensemble :

Intersection : AN B est I'intersection des ensembldset B, i.e. 'ensemble des points appartenarta foisa A eta B.

Réunion : AU B est la Bunion des ensembleket B, i.e. I'ensemble des points appartena@iu moins I'un de ces deux
ensembles.

Complémentaire : Si A C E, son compdmentaire (dang) est 'ensemble des points den’appartenant pad A ; on
le note A¢, ou parfoisE\ A.

Diff érence synetrique : AAB est I'ensemble des points appartenafiun des deux ensemblesou B, mais pas aux
deux; onadonclAB = (A\(AN B)) U (B\(AN B)).

Ensemble vide :C’est I'ensemble ne contenant aucun point; on le fiote

Ensembles disjoints :Les ensembled et B sont ditsdisjointssi A N B = (.

La réunion et I'intersection sont des@tions commutatives et associatives : ohaB = BUAetANB = BN A,
etaussdU(BUC) = (AUB)UCetAN(BNC) = (AN B)NC, ensembles gu'on note naturellement B U C et
AN BNC.Plus gréralement si on a une familled; );c; d’ensembles, indée par un ensemble quelcongy®n note
User 4; (resp.n;er 4;) laréunion (resp. l'intersection) de cette famille, i.e. I'ensemble des points apparéeaamoins
I'un des A; (resp. appartenagdttous lesd;) : I'ordre d'indexation desi; n'a pas d’'importance.

Les ensembles suivants seront uéiisans cesse :

IN = ensemble des entiers naturefs 1, 2, ...

IN* = ensemble des entiers naturels non nal; ...

Z = ensemble des entiers relatifs.; —2, —1,0,1, 2, ...

@ = ensemble des rationnels

IR = ensemble de<els =] — 00, 0o

IR? = espace euclidieréel de dimensiod (doncR! = IR)

R = [—00,x]
R, = [07 OO[
]Z_%Jr = [0, oc]

C = ensemble des nombres complexes.
L'ensemble des points; indexés par un ensembleest noé {a; : i € I'}. Sion a un nombre fini de points, ..., a,, on
écrit aussi{ay, as, ..., a, }.
On sera améntres souvend faire des oprations faisant interveniroo (qu’on écrit souvent, de maéie plus simple,
oo) ou —oo. Pour que ces @pations aient un sensgmis, on ferdoujoursles conventions suivantes :

4oo+o00=400, —-0—00=-00, atoo=+00, a—o00o=-—00 Sia€ R, 0}
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O0xoo=0, a€]0,0] = axo0o=+00, a€l[-00,0] = aXo0o=—00. 2

Les ensembles dnombrables :on dit qu'un ensemblé estdenombrables’il est en bijection avedV, c’esta-

dire si on peuenunérer ses points en une suite, ),.c v (ce qui impligue notamment qus, # x.,, Sin # m) : c'estle

cas delN lui-méme, ou ddNV*, de Z, de@, ou encore des entiers pairs, ou de toute suite strictement croissante d’entiers.
Ce n'est pas le cas ni dB, ni des intervallesa, b] lorsquea < b.

Voici quelques propétes des ensemble&ombrables : d’abord, toute partie d'un ensemig@isainbrable est elle-
méme finie ou @nombrable. Lagunion d’'une famille finie ou @hombrable d’ensembles euxémes finis ou @hom-
brables est un ensemble fini oartbmbrable. En revanche 4iest n’est pas fini oughombrable, il en est deéme de
A\ B pour toutB C A qui est fini ou @hombrable.

Quelques ©esultats utiles sur les éries : Rappelons enfin quelquesfihitions et ésultats sur lesésies, notam-
ment sur celled termes positifs. Soft:,,),>1 une suite nur@rique, ets,, = uy + ... + u,, la “somme partielle’a I'ordre
n.

(S1) La<erie) ), u, est diteconvergentesi S,, converge vers une limiténie S, note aussS = ) u, (C'est la
“somme” de la érie).

(S2) Silaerie)’  u, converge, lauite(u,),>1 tend verd. La réciproque estausse: on peut avoir,, — 0 sans
que la &rie) ", u, converge.

(S3) Laserie)’  u, estditeabsolument convergensela ¢rie) ", |u,| converge.

(S4) Sion au, > 0 pour toutn, la suiteS,, est croissante, donc elle tend toujours vers une lisiite IR_.. On écrit
encoreS = ) u,, bien que laérie converge au sens de (S1) si et seulemesitsico. Avec les conventions (1) ceci
s’applique néme si les.,, sonta valeurs dangz, .

En geréral I'ordre dans lequel on consitk les termes d’unecse est important. Il existe en effet de nombreux
exemples de suite@,,),,>1 et de bijectionsy de IN* dans lui-néme pour lesquel’ . u,, converge b u,,) di-
verge, ou converge vers une sommeéite. Celatant, il existe deux cas importants bordre des termes n’a pas
d’'importance :

(S5) Lorsque les.,, sont deséels de signe quelconque et lorsquedassest absolument convergente, on peut modifier
de manére arbitraire I'ordre des termes sans changer la gr@pdietre absolument convergente, ni la somme déilees

(S6)  Siu, € IR, pour toutn, lasomme> u, (finie ou infinie : cf. (S4) ci-dessus) ne change pas si on change I'ordre
de sommation. Rappelons rapidement éndnstration de cette propte, qui est fondamentale pour les probabsit
soitv une bijection deV* dans lui-néme,S,, = u1 + ... +up, etS], = uy(1) + ... +uyn) ; 1€s suited S, ) et(S;,) sont
croissantes, et on nofeet.S’ leur limites respectives (dais.,.). Pour toutn il existe un entiern(n) tel quev(i) < m(n)

des quei < n; commeu; > 0, on a donc clairemerfi;, < S,,,,) < S, donc en passagt la limite on obtientS” < S.

On montre de rdme queS < S/, doncS = 5’.

1.2 Theorie de la mesure et tkorie de I'integration

La notion demesureva étendre la notion usuelle de longueur pour les ensembldB,dsu de volume pour ceux
de IR?, et ceci de deux ma@ies : prengrement on veut pouvoir congicer des espaces de base pléségaux, ou
plus “abstraits” (espaces de dimension infinie, espaces sur lesqueéfioib lds probabiliés, etc...). Deugmement
et surtout, on veut englober dans |&€me cadre mafimatique d’une part les notions de longueurs, surface, volume, et
d’autre part la notion de “masses” ou “charges ponctuelles” que I'on rencontré@amique ou eélectricig, etc. ..
Prenons I'exemple dé??, suppoé repésenter un corps m@iel ayant une densitp(x) et une densi de charge
électriqgues(z) en chaque point. Pour une partie raisonnable (on verra ce que veut dire “raisonnable” plus loin :
pour le moment, on peut pensiune sphre, oua un poledre) A de IR? on peut @finir son volumel/(A), sa masse
M(A) = [, p(z)dx (intégrale de Riemann dai&?), sa chargélectrique£(A) = [, e(x)dz. Ces trois quantis ont
a priori des propBtes “physiques” &s differentes, mais elles partagent de reamévidente la propétt matliematique
suivante (o u(A) désigneV (A), ou M (A), ou E(A)):

(A) Additivit €:Onau(AU B) = u(A) + u(B) dés qued et B sont disjoints.O
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Ainsi, chaque partie raisonnahlede IR* a sa “mesure” (de volume, de masse, de chargd) et la propréte (A)
ci-dessus est satisfaite : quitisemplaceiR? par une ensemblE quelconque, on aille contenu intuitif essentiel de la
notion demesure

Malheureusement, la notion méathatique de mesure est un peu plus comglgyour deux raisons : d'abord, il faut
définir ce qu’on entend par partie “raisonnable” B (ou plus gréralement de I'espace de baBesur lequel on se
place) ; par exemple les palgres, et bien d'autres parties plus compdigs, ont des volumes, mais on peut construire
des parties dont la “frorére” est si complexe que la notion de volume n’existe pas pour elles. Ensuite, |a&fir¢pdi
se eéwle insuffisante pour avoir de bonnes préjas pour les mesures.

Passons maintenaat’intégration. Supposons que I'espace de baselseit|[0, 1].

Si f est une fonctionéelle “convenable” suf, on sait qu'on peut &finir sonintégrale fol f(x)dx au sens de
Riemann. Rappelons en deux mots cette construction : pour chaque subdivisi¢f = tg < t; < ... <t = 1} de
[0,1] on pose

k

Li(f,7) = Z(ti —ti—1)sup(f(x) : @ € [ti—1,ti]),

i=1
k
I_(f,7) = > (ti —ti1) inf(f(2) : @ € [ty t]).

i=1
Onabien&rI_(f,7) < I.(f,7), etlaquanté|r| = sup(t; —t;—1 : 1 < i < k) s'appelle lepasde la subdivisiorr.
On dit quef estRiemann-inkgrablesi, pour toute suite,, de subdivisions dont les p#s,| tendent vers), la difference
L (f, 7)—1_(f,7,) tend vers). Dans ce cas, (f, ,) etI_(f, 7,) convergent vers une limite commune etépendante
de la suiter,,, et cette limite est I'inkgrale de Riemany“b1 f(z)dx de f.

Cette notion d’'inégrale sembla premere vue assez naturelle, mais elle souffre de plusieurs iBooents majeurs :
d’'abord, il est assez compligule ccrire les fonctions Riemann-ggrables, et cette classe est ptytetite comme on le
verra ci-dessous ; ensuite, ell@&nd assez facilemeatiR?, mais pas aux espaces de dimension infinie ; mais surtout,
elle est lee de mardire intring@quead unemesure particulire surf0, 1], & savoir la mesure de longueur, ouldshesgue
comme elle sera appsd par la suite : en effet, giest la fonction indicatrice du sous-intervalle= [a, b] de[0, 1] (i.e.
f(z) =1quande € Aetf(z) =0quandz ¢ A), alorsfo1 f(z)dx =b— aestlalongueur(4) =b— a deA.

La theorie de l'inegration (au sens de Lebesgue) a pour but de pallier ces iai@mis : on pourra iggrer une
classe de fonctions facileéscecrire, qu'on appellera lé®nctions mesurablesur un espace a-priori quelcongbe et
par rapport une mesure quelcongue Cette construction est en principédrsimple : sif est I'indicatrice d'une partie
AdeE (doncf(z) =1siz € Aetf(x) =0siz ¢ A), lintégrale def “par rapporta n” est [ fdu = u(A). Puis, on
“prolonge” cette inkégralea des fonctions pluségérales par libari€é et continuié.

La construction de l'iritgrale sera faite au chapitre 2, tandis que le reste de ce chapitre est gansadfinition
mattematique des mesures.

1.3 Laclasse des ensembles mesurables

Dans ce paragraphe, I'espace de base est un ensé&htplelconque. Comme on I'a mentighni-dessus dans le cas
de la mesure “volume” suE = IR?, on ne peut pas erégéral, pour des raisons mamatiques, éfinir la mesure de
n'importe quelle partie dd’. Notre objectif ici est donc deéfinir la classe des parties dedont on pourra éfinir la
mesure.

1) Algebres :Commengons par la notion la plus simple (mais reathtiquement insuffisante pour notre objectif) :

Définition 1 Une classef de parties d& est appetealgebre(ou algebre de Boolgsi elle \érifie les trois
axiomes suivants :

(T) Eeg,

(T2) Aef& = Ace & (‘stabilite par passage au cordpientaire”),

(T3) A,Beé& = AUB e (“stabilité par Eunion”).
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Si £ est une algbre, les propétés suivantes sont imedliates :

he& (par (T1) et (T2)). (3)
Ay, A, e = AU..UA, €€ (“stabilité par Eunion finie”). 4)
A, Apeé = AiNn..nNA,eé (“stabilité par intersection finie”) (5)

((4) s'obtient par écurrencé partir de (T3), etq) s’obtient par (T2) et4) puisqued; N...N A4, = (A5 U ... U AS%)°).

Il'y a beaucoup d'algbres sui. La plus grosse est 'ensemb® E) de toutes les parties dé. La plus petite est
I'ensemble{, E'} constitiee des deux partidset E. Si A C E, la plus petite algbre contenandl est{(), A, A°, E'}.
L'intersection d’une famille quelconque d'agres est encore une alwye.

2) Tribus : On a besoin en fait d’une notion (plus restrictive) de classe de parties de

Définition 2 Une classef de parties d&/ est appedetribu (ou o-algebre de Boolgsi elle \érifie (T1),
(T2) et 'axiome suivant ;

(T4) Ay, As,... €& = Upen+A, € € (“stabilité par Eunion énombrable”).[]

Un élément de la triblf s’appelle unensemble mesurablga terminologie se rapporte au fait que les
“mesures” introduites au paragraphe suivant sdfinées pour le€léments d'une tribu, qui sont donc
“mesurables”); si on veut gciser la tribu, on dit que I'ensemble egt-fesurable”, ou “mesurable pa
rapporta&”. Le couple(FE, £) constitie d’'un ensembld’ et d’'une tribu s’appelle uaspace mesurahle

=

On a (T4x=(T3) (prendred; = A et A, = A3 = ... = B), donctoute tribu est une akgre; en revanche il existe
des algbres qui ne sont pas des tribus (cf. ci-dessous).

Remarque : L'ensemble des progates (T1), (T2), (T3) (resp. (T1), (T2), (T4)) constitue ce qu'on appelle lecgyst
d’axiomedes algbres (resp. des tribus). Il y a d’autres sysésequivalents : si on pose

(T'1) hek,

(T3) A,Be& = ANBeg,

(T4) A1, As,...€E = Npen-4A, €E,

on a lesequivalences
(T1) + (T2)+ (T3) & (T1)+(T2)+ (T'3) & (T'1)+(T2)+ (T3) & (T'1)+ (T2) + (1"3),
(T1) + (T2)+ (T4) & (T1)+ (T2)+ (T'4) & (T'1)+ (T2) + (T4) & (T'1) + (T2) + (T"4)

pour les algbres et les tribus respectivement.

L'ensembleP(E) est une tribu (la plus grosse possible), tandis ffie~} est la plus petite. SA C F, 'algebre
{0, A, A¢, E'} est une tribu. Lintersection d’'une famille quelconque de tribus est encore une tribu, do@finigich
suivante a un sens :

Définition 3 La tribu engendéepar une classe de partigsde E est la plus petite tribu contenat (=
l'intersection de toutes les tribus contenaghtil y en a toujours au moins una,savoirP(E)). On la note
o(A). O

Exemples :1) La tribu engendre pard = {A} est{0), A, A°, E'}.
2) Soit(E;);c; unepartition de E (i.e. les ensemble&; sont deuxa-deux disjoints, et);c; F; = E), indexée par
un ensembld fini ou dénombrable. La tribu engerél par la class€E; : i € I} est 'ensemble des parties de la forme
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A = U,e s F;, ou J décrit 'ensemble des parties dgavec la convention qua = @siJ =0). Sil = {1,2} etE; = A
et F> = A€, on retrouve I'exemple 1. Si est fini, cette tribu est aussi la plus petiteeddge contenant led;. Si I est
dénombrable et si le&; sont tous non vides, cette tribu contient strictement la plus petigbedgontenant led;, qui
peutétre cecrite ainsi : c’est 'ensemble des parties de la fortne U, s E;, ou J décrit 'ensemble des parties dequi
sont finies, ou de compientaire fini : dans ce cas, cettedde n'est pas une tribu.

3) La tribu engendre par la classd des singletons d&, i.e. A = {{z} : € E}, estI'ensemble des partigsde F
qui sont finies ou @hombrables, ou qui sont de coraplentaired€ fini ou dénombrable. La plus petite &gre contenant
la classeA est I'ensemble des partiesde E qui sont finies ou de compientaire fini. Cet exemple pektre vu comme
une extension de I'exempleguédent. O

Bien entendu, on peut avair(.4) = o(B) pour deux classes défentes4 et B : dans I'exemple 1 ci-dessus, on a

o({A}) = o({A%}).

3) Quelques ojerations sur les ensemblesOn va introduire ci-dessous la notion de “limite” pour une suite
(A,)>1 de parties de.

Définition 4 On dit qu’'une suit§ 4,,),,>1 de parties dé&& converge(ou tend vers la partied, et onécrit
A, — A, sipourtoutr € A (resp.x ¢ A)on ax € A, (resp.xz ¢ A,) pour toutn assez grand. En termes
de quatificateurs, celaérit :

Vee A, dng, VYn>ng, x€A,,

Veg¢ A, 3Ing, Vn>ng, z¢A, O

Il est facile de erifier que cette é&finition revienta dire que la suite des fonctions indicatridds,, ),, converge
simplement vers la fonction indicatride (i.e.,14, (z) — 1a(x) pour toutz € E.

Si la suite(A,,),, est croissante (respédroissante), i.e. si,, C A, 1 (resp.4,,+1 C A,) pour toutn, alors elle
converge versi = U, A, (resp.A = N, A,,); on dit aussi dans ce cas qué, ),, croit (resp. &croit) versA, et onécrit
A, 1T AouA =1lim, T A, (resp.4,, | AouA =lim, | A,).

Il existe évidemment des suités!,, ),, de parties qui ne convergent pas. Mais dans tous les cas on peut poser :

Définition 5 On appelldimite sugerieureetlimite inferieurede la suitg(A,,),, les ensembles suivants :

limsup, 4, = lim, | Up>pAm = Ny Un>p An
(6)
liminf, A, = lim, T Npm>ndm = Up Nm>n Am.
On a une autre&finition équivalente de ces ensembles :
x € limsup A, < 1z appartient A,, pour une infinié d’indicesn, @)
x € liminf A,, < 1z appartient A,, pour toutn sauf au plus un nombre fini. (8)

Dire que la suit€ A,,),, converge reviena dire queim sup,, A4,, = liminf,, 4, et ce dernier ensemble est alors la
limite desA,,. Le lecteur erifiera ai@ment que

limsup A, = (liminf Af)°, liminf A, = (limsup A)°. 9
Enfin, étant donis (T4), (T'4) et ), il estimmédiat de erifier que s est une tribu,

A, €& = limsupA, €&, liminfA, €E£. (10)
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En particulieron a :
A, €€ e A, — A = Aecf. (12)

4) La tribu bor €lienne delR : La notion de tribu balienne est Bea la structure “topologique” de 'ensemble
de base. Comme la topologie n’est pétre pas famiBrea tous les lecteurs nous allons essentiellement traiter le cas de
IR?, en commencant par le cas plus simple (au moins sur le plan des notatidRs) de

Etant donge la structure relativement simple de cet ensemble, il existe plusiefingidnséquivalentes de la tribu
borelienne deR, et nous donnons la pléémentaire :

Définition 6 Latribu borélienne outribu de Bore| de IR est la tribu engenée par la classe des intervalles
ouverts. On la not®, ouB(IR). Unélement de cette tribu est appelnepartie botelienne ou unborélien
0

Voici quelques propétes simples de cette tribu :

Proposition 7 a) Tout intervalle ouvert, feré ou semi-ouvert, appartieatR. Il en est de rame de toute
réunion finie ou @nombrable d’'intervalles (ouverts, fegs, ou semi-ouverts).
b) La tribuR est aussi la tribu engendée par I'une quelconque des quatre classes suivantes d’ensembles :

(i)J—{] ]:xGZR},

(i) J' = {] ] w e Q},
(i) K={]—-o a:[ z € R},
(iv) K'={] — 0, z[: 2 € Q}.

Preuve a) On ala,ble R par cefinition deR. Commefa,b] = NyJa — L,b+ L[ on afa,b] € R par ©). De méme
[a,b]= Nyp]a — L,b et]a,b] = NyJa,b+ L[, on voit que ces deux intervalles semi-ouverts sonélens. La derrére
assertion de (a)atoule de4) et (T4).

b) Nous ne montrons ici que légalieso(J) = o(J’) = R, les deux autres se montrant de néaeianalogue. On
aJ c J,etJ C Rdrapres (a). Il restéa montrer quék C o(J'), et pour cela il suffit de &rifier que tout intervalle
ouvertja, b[ aveca < bestdans (7). Il existe deux suites de rationnéls, ),,>1 et(b,),>1 telles quer < a,, < b, < b
etquea,, | a etb, T b.0ONnalay,b,] =] — o0, b,] N (] — o0, a,])¢, doncla,, b,] € o(J"). On a aussja, b[= Uy]an, bx],
doncla, ble o(J") : le résultat est doncamonté. [

Remarques : 1) La proposition 7 montre que la trilf est en fait engenée par une classe&edombrable d’ensembles.
Il esta noter que ce n'est pas le cas de toutes les tribus. Gaosislpar exemple la trikfi de IR engendée par la classe
A des singletons (cf. Exemple 3 ci-dessus). Comme un singleton est un intervakke flespartient R, et par suite
£ C R. Cependant la classé n’est pas @nombrable, et on peut d'ailleurgmhontrer que& n’est engendre (en tant que
tribu) par aucune class&dombrable, et ceci bien qdesoit contenue darRg.

2) Il n’est pas possible de donner une description plus @&aanu “constructive” dé&R que ci-dessus. Toutes les
réunions finies ou@ombrables d'intervalles sont des &lggns, mais certains beliens ne sont pas de cette forme. En
fait, toutes les parties d& qu’on rencontre dans la pratique sont deshens, et il faut un peu se fatiguer pour construire
une partie deR qui n'est pas bdrlienne : mais il en existe !

Examinons maintenant le cas @&, qui est touta-fait analoguex celui delR, a ceci pés qu'on doit distinguer les
intervalles| — oo, z] (semi-ouvert) ef—co, =] (ferme), et] — 0o, z[ (ouvert) ef—oo, z[ (semi-ouvert), et de éme entco.
Avec ces modifications triviales, |e&finition 6 reste valable, ainsi que la propositidravec la néme @monstrationa
condition de remplacér— oo, z] par[—oo, z]. On noteraR) la tribu boglienne delR.

La fin de ce paragraphe pektre omise. Elle &te redigee en vue d’'applicatiors des situations plusgérales que
celles de ce cours, mais qui se rencontrent parfois. En effegfiaition 6 de la tribu de BoreR n’est pas la éfinition
“canonique”. Celle-ci repose sur la notion d’ouvert : on dit qu'une pattige IR est unouvert(ou une partie ouverte)
si, pour toutz € A, il existe une > 0 tel qu’on ait I'inclusion]z — ¢,z 4+ ¢[C A. Le compémentaire d'un ouvert est ce
gu’on appelle uriermé, ou une partie feriee.
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Les intervalles ouverts (resp. fe@s) sont des ouverts (resp. des fes)t I'ensemble vide eR lui-méme sont des
ouverts, et donc aussi des fé¥s) mais il n'existe pas d'autre partie @@ qui soita la fois ouverte et ferge; les
intervalles semi-ouverts, b] et]a, b] ne sont ni ouverts ni ferés lorsquer, b € IR eta < b (toutefois] — oo, b] et[a, oo]
sont fernés). Une eunion quelconque d'ouverts est un ouvert. Une intersefitioed ouverts est un ouvert, mais une
intersection infinie (dnombrable ou non) d’ouverts peut ne pae un ouvert : par exemple I'intersection des intervalles
ouverts| — 1, Ll estle ferng {0}.

La structure des ouverts di est donc pludt compliglee, et I'inérét d’introduire une telle notion n’est peéatre pas
évident a-priori. En fait elle offre la possibgitde @finir de manére simple la convergence des suites : une suitéels r
(zn)n>1 CONverge vers une limite si et seulement si pour tout ouvettcontenantz, lesx,, sont dansA pour toutn
assez grand (en termes “axiomatiques” : si et seulement si pour tout gugeritenant, il existe un entierV tel que

n > N = x, € A); par ailleurs, elle $tenda des espaces plus abstraits ¢RleOn a alors le&sultat suivant :

Proposition 8 a) Tout ouvert non videl de IR est union é&nombrable d’intervalles ouverts, et aussi
réunion énombrable d’intervalles ferés.

b) La tribu bot€lienneR est la tribu engendre par la classe des ouverts, et aussi la tribu engeagbar la
classe des ferés.

Preuve a) SoitA un ouvert non vide. Soit (resp.B) la famille des intervallek:, b[ (resp.[a, b]) qui sont contenus dans
A et qui sont d’extemitésa etb dans I'ensemble des rationn&)s L'ensemble de ces intervalles egibmbrable. Si par
ailleursz € Al existee > 0 avec]z — e,z +¢[C A, donc il existe deux rationnelsbavecr —c < a <z <b < z+e¢,
doncja, b[C [a,b] C A :doncx est dans I'un degléements au moins de chacune des clagsess. Il s’ensuit queA est
la reunion des intervalles appartenam (resp.a B).

b) D’'une part tout ouvert eséunion é&nombrable d’intervalles ouverts, donc est d@par (T4) : donc la tribu
engendée par les ouverts est contenue dBn® l'inverse, les intervalles ouverts sont des ouverts, drest contenue
dans la tribu engenée par les ouverts : cel@&uohontre la prengéire partie de (b). Comme un ensemble est &ginet
seulement si c’est le conmfhentaire d’'un ouvert, (T2) montre que la tribu engérdpar la classe des ouverts et celle
engendee par la classe des feesisont identiques]

C’est en fait la prop@te (b) ci-dessus qui fournit lg&dinition habituelle de la tribu bélienne. On dit qu’un ensemble
E est un espace topologique s’il est muni d’'une clads#ensembles (les ouverts) stable par intersection finie et par
réunion gquelconque, contendhet E. Les fernés sont par efinition les comptmentaires des ouverts, et on pose :

Définition 9 Si E est un espace topologique,ttbu boréliennede E, no€eB(E), est la tribu engenée
par la classe des parties ouverteFtgomme les ferras deF sont les com@mentaires des ouveris(E)
est aussi la tribu engertlr par la classe des feendeF). Unélement de la tribu b@lienne est aussi apjge
unepartie bot€lienne ou unborélien de £ [

5) La tribu bor élienne delR¢ : On va maintenant examiner le casié. Rappelons que si le$; sont des parties
de IR, leur “produit” Hle A, est la partie déR? constitiee des points (ou “vecteurst)dont les “coordonées”xz; sont
contenues dans le;. Donnons d’abord laé&finition “naive” des boéliens delR?, analogue la cEfinition 6 :

Définition 10 La tribu bolienneR?, ouB(IR%), de IR” est la tribu engenée par la classe des “rectangles

ouverts”Hle}ai, b;[. Attentiona la notation (usuelleR? : la tribu boglienne delR? n’est pas, comme on

le varre plus tard, ld®M€puissance caesienne de la trib® de IR.

Une cemonstration analoguecelle de la propositiori-b donne :

La tribuR? est la tribu engenée par la classe des rectanglfs (12)

dela forme]'[le] — o0, x;], avec les; rationnels.

Si on veut maintenant utiliser la&finition 9, il convient d’abord de éfinir les ouverts dék¢. Une partied est dite
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ouverte si pour tout: € A il existee > 0 tel que tous les pointg situésa une distance igfieured c de z sont dansd
(la distance est ici la distance euclidienne usuell&)ehcore, une suiter,,),,>1 converge vers une limite dansR? si
et seulement si pour tout ouvettcontenant:, on ax,, € A pour toutn assez grand.

Proposition 11 La tribu R¢ est la tribu engende par les ouverts d&?, et aussi celle engenée par les
boules ouvertes d&¢ (on appelle boule ouverte de centrest de rayorn > 0 I'ensemble deg € IR¢ qui
sonta une distance strictement érfeurea a dex).

Preuve SoitA etB les tribus engenées par les ouverts, et par les boules ouvertes, respectivement. Toute boule ouverte
étant un ouvert, on 8 C A.

Exactement comme dans la propositi&irun ouvertA est la Bunion (&nombrable) de toutes les boules ouvertes
contenues dang, dont le rayoru est rationnel et dont le centiea des coordoriges qui sont rationnelles : cela implique
queA C B, doncB = A.

Par ailleurs on voit qu’un rectangle ouvert est un ouveztification imnédiate), de sorte que? ¢ B. Enfin, il est
facile de \erifier qu’une boule ouvert8 est la Eunion (&nombrable) de tous les rectangles oqu[’f;l]ai, b;[ qui sont
contenus dan® et tels que les; etb; sont des rationnels : cela implique gde- R?, donc finalemen = R%. O

1.4 Les mesures
Nous allons maintenant donner un sens raatatique pecisa la notion de mesure. Dans tout ce paragraphe, I'espace

de baseF est fixe et muni d'une triblf également fike (on dit parfois que le coup(é”, £) est unespace mesurahlee
qui exprime bien qu’on a les ingdients &cessair@ la construction des mesures).

Définition 12 Unemesuresur (E, £) est une applicatiop de& dans?, = [0, oo], vérifiant “'axiome de
o-additivite” suivant :

(SA) o-additiviteé :  u(Upen+=An) = >, cw- #(An) pour toute suite 4,,),>1 d’élements de&€ qui
sont deuxa-deux disjoints (i.ed,, N 4,, = 0 sin # m),

ainsi que I'axiome suivant :
©) w®) =o.

La mesure. est ditefinie, oude masse totale finjsi u(E) < co. O

Une mesure est donc uraplicationsur la tribu& ; mais par abus de langage la quanti{ A) pour unA € &
s’appelle la “mesure de I'ensembi¥ (ou parfois : la “valeur de: sur A”)

Dans I'axiome der-additivite (SA), la Bunionu,, A,, ne cepend pas de I'ordre par lequel on renote lesA,, ; grace
a la propreté (S6), lasommé ", 1.(A,) ne cepend pas non plus de I'ordre de sommation !

On verra plus loin que les progies (SA) et (O) impliquent la progé d’'additivite (A), ce qui n’est pas comiiement
évident a-priori. Une application d&@dansiR?, qui vérifie seulement (A) s'appelle umeesure additivebien que ce ne
soit pas kcessairement une mesure! Intuitivement parlant, la notion de mesure additive est plus naturelle que celle
de mesure, que ce soit pour les mesures “de volume”, “de masse”,éstmjees plus haut, ou dans le cadre de la
théorie des probabilits. Mais elle a uné&faut €dhibitoire : la classe des mesures additives a une structur@maitioue
extétmement pauvre, ne permettant en particulier paséfieidune notion satisfaisante d'ggrale par rappor ces
mesures additives. On est donc conaulittiliser les mesures au sens de &inition 12; et c’est la forme de I'axiome
deo-additivitée (SA) qui nous obligé consi@rer comme classe d’ensembles “mesurables” une tribu au lieu de la notion
plus simple d’algbre.

Le fait quen(A) > 0 pour toutA est une restriction propré ce cours : il conviendrait d’appeler la notioéfithie
ci-dessus uneesure positivemais pour des raisons de simpliitous ne le ferons pas eargral.

Le fait quep(A) puisseetre infini pour certains! est indispensable pour les applications. Par exempie=si IR et
si  repiesente la mesure de longueuf/R) (qui est la “longueur totale” d&) vaut+oco.

Exemples :
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1) Lamesure nullest celle qui vaut(A) = 0 pour toutA € £ : (0) et lac-additivite (SA) songvidemment @rifiés.

2) Lamesure infinieest celle qui vaui:(A) = +oo pour toutA € £ qui n’est pas vide, gi(#) = 0: (SA) et (O) sont
évidemment @rifiés.

3) Lamesure de Dirac en un point: c’est la mesure néee,, qui vaut

(13)

1 si xzeA
€x(A):{

0 si x¢A.

La encore (SA) et (O) sogvidemment @rifiés. SiE = IR?, la mesure,, peutétre interpette comme la “mesure
de masse” assama la masse “ponctuelle” au poiat au sens de la &canique rationnelle.

4) Lamesure de comptagsst celle pour laquellg(A) est le nombre de points de I'ensemble OJ

Tous ces exemples soaEmentaires, dans le sens ta \érification de (SA) esévidente. D’ailleurs, ces mesures
sont céfinies sur une tribu quelconque, et en particulier sur la tAIbA) de toutes les parties de (et ceci, quel que soit
I'espaceF). Nousénoncerons plus bas déssultats d’existence de mesures plus complexes (et plus utiles), notamment
pour la mesure de Lebesgue (mesure de longueuRsou de volume sui?). Mais auparavant nous donnons quelques
proprietes simples des mesures.

Proposition 13 Toute mesure: sur (E, £) veérifie I'additivité (A), ainsi que les propeies suivantes (ci-
dessousonal, B, Ay, ..., A, dans€f) :

w(A1U...UA,) = p(A1) + ...+ p(4,) silesAy, .., A, sont deuxa-deux disjoints,  (14)

1(AU B) + (AN B) = p(A) + n(B), (15)

AcCB = wA) <puB). (16)

En particulier, (4) implique (A). Remarquer &criture de {5) : on ne peut pas enégéral écrire (A U B) =
w(A) + u(B) — u(A N B), puisque dans le second membre il se peut que tous les termes soient infinispetgue
n'a pas de sens; en revancheo + oo “vaut” naturellement-oo, de sorte quel() a bien un sens dans tous les cas.

Preuve (14) se ceduit immediatement de (0) et de (SA) applEa la suiteB; = Ai,..., B, = Ay, Buy1 = 0,

Bn+2 = wa
Pour (15) on poseC’ = AN B, A’ = A\C atB’ = B\C.Onremarquequd UB = A/UCUB',A=A"UC et
B = B’ U C, tandis que les trois ensembld$ C, B’ sont deuxa-deux disjoints. Par suité4) implique

w(AUB) = p(A") + p(C) + u(B),
1(A) = p(A’) + p(C),
u(B) = w(B') + pu(C).
En additionnant ces troisgalies membré membre, on obtienti.f).

Enfin, siA C B, en posanl’ = B\ A on au(B) = u(A) + u(A’) par (L4), et commeu(A’) > 0 on obtient (6). O

Les mesures posdentégalement des progtes de “continu” pour les suites d’ensembles, que né@mncons
ci-dessous :

Théoreme 14 Soitp une mesure sutE, £).

a) Pour toute suite croissanted,,),,>1 d’élements d€, u(lim,, T A,,) = lim,, T u(4,).

b) Si(A,,)»>1 est une suite @&éments d& convergeant vers une limité (au sens de la&finition 4), et
s'il existe unB € £ tel queA,, C B pour toutn et u(B) < oo, alors u(A,,) — u(A).
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L'assertion (b) ci-dessus est une versioBlpninaire d'un tleoeme plus gréral, fondamental dans laébrie de
l'intégration, qu'on appelle le #oeme de convergence dordim de Lebesgue. Césultat est en @réral faux sans
I'hypothése que les!,, sont contenus dans un ensemble de mesure finie, comme le montre le contre-exemple suivant :
soit . la mesure de comptage skr=]0, 1], et soitA,, =0, 1/n]; on au(A,) = oo puisqu'il y a une infinié de points
dansA,, ; cependantd,, decrdt vers I'ensemble videl = (J, de sorte que(A4,,) ne converge pas vergA).

Preuve a) Posonsdy = 0 et B, = A,\A,_1 pourn > 1. Les ensemble®,, sont deuxa-deux disjoints, et on
aA, = By U..UB,, ainsi queA = U,>1B, si A désigne la limite croissante de&,. (14) entraineu(4,) =
pw(B1) + -+ + u(By), tandis que (SA) entraing(A) = ., n(By,). Par dfinition de la sommeé&yentuellement
infinie) d’une €riea termes positifs, on eréduit queu(A) est Ia limite videmment croissante) des sommes partielles
1(An).

b) Supposons maintenant qug, — A et queA,, C B pour toutn, avecu(B) < oo. Si la suite(4,,), est
croissante, leésultat aéte obtenu dans (a). Supposons ensuite [qlig) soit decroissante. SU,, = A;\A,, la suite
(C,) est clairement croissante, et sa limite @st A;\ A4, doncu(Cy,) T u(A1\A); Mais u(A,) = p(41) — p(Cy) et
w(A) = p(A4y) — p(C) par (L4) : remarquer que les mesures dg, C,,, A, C sont toutes finies, puisque ces ensembles
sont contenus damnB par hypotkeses ; on en&buit queu(A,) | u(A).

Passons au ca&geral. SoitC,, = Usm>nAm andD,, = Nym>nAm. OnabD,, C A, C C,, C B, etles suites”,
et D,, sont respectivemengdroissante et croissante, et convergent vers les lifiitedim sup,, 4,, etD = liminf, A,

(cf. (6)); de plus commed,, — A, onaC = D = A. Les ésultats pecedents impliquent(C,,) | u(A) etu(D,) 1
w(A). Commep(D,,) < u(A4,) < u(C,), il s’ensuit queu(A4,,) — n(A). O

Proposition 15 Soitx, une mesure sWE, £) et(A,),>1 une suite d@léements d&. On a alors

w(Undy) < ZN(An)~ (17)

Preuve SoitB, = A3 U...UA,, C; = Ay etC, = B,\B,—1 sin > 2. CommeC; C A; on a
w(C;) < p(A;). Par ailleurs lesC,, sont dewa-deux disjoints et),,C,, = U,A4,, doncu(U,A,) =
p(UnCr) =3, 1n(Cy) par (SA), donc17) est imnédiat. O

Il existe trois oferations simples sur les mesures :

La restriction d’'une mesure : Si i est une mesure sy, &) et siB € &, laformuleup(A) = (AN B) pour tout
A € & définit une nouvelle mesunes (commeB N (U, A,) = U, (BN A,,), up Vvérifie clairement (SA), et aussi (O)).

L'addition de deux mesures :si ; et sont deux mesures s(F, £), la formulen(A) = u(A) + v(A) pour toutd € £
définit une nouvelle mesurg notten = u + v.

La multiplication par unr éel positif : si ; est une mesure s(F, &) etsia € IR, laformulev(A) = ap(A) pour tout
A € & définit une nouvelle mesure, re®r = au (avec la conventiof x oo = 0, on a le néme Esultat sk = +00).

L'addition des mesures eévidemment commutative et associative. On a auwdgi) = (ab)yu, et la distributivié :
ap + av = a(p + v).

Proposition 16 Soit(y,,),>1 une suite de mesures s{i, £).

a) Si la suite(u, ), est croissante, ce qui signifie que (A4) < w,+1(A) pour toutn et toutA € &, la
formulepu(A) = lim,, T p,(A) pour toutA € £ définit une nouvelle mesure apgella limite croissante
desp,.

b) Laformulev(A) = 3", 1n(A) pour toutA € £ définit une nouvelle mesure, @&t = > 1.

Preuve a) On a clairemeni() = 0. Il reste doné montrer que vérifie (SA). Pour cela, il suffit de prouver quesi,
est une suite @éments deur deux disjoints d€, siA = U, A, etsia = > u(Ay), alorspu(A) = a.

On ap,(A) > pun(A1) + ... + pn(A4,) pour toutp entier, et en passaatla limite enn on obtientu(A) > u(A;) +
...+ 11(Ap). Comme ceci est vrai pour topf on a aussit(A4) > a.
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Sia = 400, on en @&duit queu(A) = a. Si maintenané < oo, pour tout= > 0 il existep tel quezi:Dpu(Ai) <e.
Commep, (A;) < pu(A;)on aaussEi:Dp pn(A;) < e pour toutn, ce qui entrine i, (A) < pn (A1) + ...+ pn(A4p) +¢
par (SA) appliqé a p,,. En passand la limite enn dans cette i@galig, on trouveu(A) < p(A1) + ... + p(4,) +¢€;
doncu(A) < a + €, et comme cette Egali€é est valide pour tout > 0 on a en faitu(A) < a. Par suiteu(A) = a.

b) Siv,, = p1 + ... + u,, (Se rappeler 'associatiétde I'addition des mesures), on obtient une suite croisganie
de mesures, et(A) = lim,, T v,,(A) pour toutA € £ : il suffit alors d’appliquer (a) pour obtenir I@sultat. O

Parmi toutes les mesures, les seules qu'on sache vraghatier sont les mesures finies (i.e. telles gUE) < co),
et les suivantes :

Définition 17 Une mesure: sur(E, £) est diteo-finie s'il existe une suite croissant&,, ),,>1 d’é€léments
de& dont la limite estF, et telle quew(E,,) < oo pour toutn. [

Ces mesures sont limites croissantes (au sens de la propdsi&rde mesures finied,savoir des restrictionsg,,
deu a chaqueF,,. On peut aussi les con&iter comme des sommes infinies (au sens de la propo&#ib) de mesures
finies,a savoir les restrictiongz: dep a chaque ensemblg, = E,\E,_; (avec la conventiot, = 0).

Noter qu'il existe des mesures qui ne sont panies : la mesure infinie (exemple 2 ci-dessus), ou la mesure de
comptage suF lorsqueE n’est pas fini ou @nombrable (cette degrie mesure est finie & est fini, eto-finie si E est
denombrable).

Enfin, on peut “normaliser” une mesure finie non nyllen la multipliant par la constante= 1/u(E). La nouvelle
mesurev = ap vérifie v(E) = 1. Ainsi, I'étude des mesuresfinies se rarane, pour beaucoup de leurs prég#s,a
celle des mesures de masse totalgui portent un nom fzial :

Définition 18 Une probabilité (ou mesure de probabi® sur (E,£) est une mesure de masse tota
p(E)y=1.0

e

1.5 Lamesure de Lebesgue

Dans ce paragraphe nousfishissons la mesure qui est de loin la plus importante en analyse (et en prébyhiliti
est la mesure de Lebesgue (mesurant la “longueur” dans le d&s lde‘surface” dandR?, le “volume” dansiR?, etc...)
Nous commencgons par le cas fié qu'on munit de la tribu bd&lienneR. On connait bien& la longueur des
intervalles :
MA) =b—a si A=]a,b], ou A= a,b[, ou A =|a,b], ou A =|a,b|. (18)

Cette propiéte est compatible avec (SA), au sens)dul) = > \(A,,) des que lesd,, sont des intervalles dew-deux
disjoints dont la &union A est encore un intervalle (cette prdgé est assez facila vérifier, mais pas comptement
évidente sauf dans le cas on peut nuraroter lesA,, de sorte qued,, soita gauche dei,,; pour toutn, ou biena
droite deA,,, 1 pour toutn ; mais il y a des castoaucune de ces deux prapEs n'est erifiee).

La question qui se pose est donc la suivante : existe-t-il une (plusieurs) mesure(s) swelleabdelR? qui vérifie(nt)
(18) ? La reponse est doe par le thoeme suivant :

1

Théoreme 191l existe une mesurg et une seule suflR, R) qui verifie (18), et qu’on appelle la mesure
de Lebesgue.

Ce tésultat est difficile, et pour le moment nous I'admettrons. Il contient en fait cesuitats de nature défente.
D’abord il y a I'existence de (qu’'on appelle le thoreme de prolongement) : on corinasur la classed des intervalles;;
cette classe engendre la tribu blienne (cf. propositior?), et on peut “prolonger’ a la tribuR, de fagona obtenir
une mesure (c'est la partie la plus difficile deteme ; la difficulé tient au fait qu'on ne sait pagdrire de mardre
“concrete” les boeliens). Ensuite, il y a uréisultat d’unicié, qui sera @monté plus loin et qui est beaucoup plus facile.
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En fait, la tribuR n’est pas toud fait la plus grande possible sur laquelle on puisfend la mesure de Lebesgue : ce
qui veut dire que le prolongement dont il est question ci-dessus peut se faire sur urie’ pilig grande qu& (qu’on
appellera plus loin la “complee” deR). Mais il est remarquable que la mesure de Lebesgue ne puisse pas se prolonger
alatribuP(IR) de toutes les parties dB : il n’existe pasde mesure suP(IR) vérifiant (18).

Voici quelques propétes simples de la mesure de Lebesgue :

a) La mesure (ou “longueur”) des singletons &6fa}) = 0 (appliquer (8) avecA = [a, a]).
b) Tout ensemble fini oughombrabled est boélien, de mesurg(A) = 0 : on peutécrire en effed = U,,>1{a, }, ol

lesa,, sontles points del (qu'on peut toujourg€nurrérer en une “suite” finie ou infinie). Il suffit alors d’appliquer
(T4) et (SA) pour obtenir lessultats.

c) Un intervalle A = [a,b] peutégalement €crire comme la&union des singletonsz} pourz € A. Cepen-
dant on n'a pas\(4) = > ., A({z}) (en d'autres termes, la propte (SA) ne sttend pas des familles non
déenombrables d’ensembles) : en effi¢td) > 0, tandis que tous les termes de la somme de droite sont nuls, donc
la seule valeur qu’on puisse raisonnablement doaregtte somme est(une autre raison plus fondamentale est
en fait que la somme d’une infiginon é&nombrable de termes n’a a-priori pas de sens).

En particulier, la mesure de Lebesgue de I'ensen@plde tous les rationnels est nulle : cette préfarimanifeste le
fait que la mesure de Lebesgue est une extension de la notion de longueur, maiscetgmea cette notion; en effet
un ensemble de structure aussi compdiggue® n'a pas de longueuau sens “physique” du terme, bien qu’il admette
une mesure de Lebesgue. Le fait que que certaines partiEsrdadmettent pas de mesure de Lebesgue montre qu'il y
a des parties dont la structure est encore beaucoup plus coéwlige celle dé€).

Passons maintenant au cas®#é, qu’on munit de la tribu balienneR?. Le volume d’un rectangle de la forme
A =12 Jas, bs] est

Aa(A) = H(bi — ai), (19)

et on a I'analogue du #oemel9:

Théoréme 20 Il existe une mesurk;, et une seule suR?, R?) qui vérifie (19), et qu’on appelle la mesure
de Lebesgue.

(Ce treoreme se&duit au tleoemel9lorsqued = 1.) Une autre mawire de voir les choses consigsteemarquer que
(19) peut sécrire

N[ T4 = T4 (20)

lorsque lesA; sont des intervalles. Cette pro@t, qui d’une certaine magie traduit le fait que la mesure de Lebesgue
Aa surIR? est la puissancé®M€de la mesure de Lebesgie= \; surlR, se gréralise ainsi :

Théoreme 21 Si lesA; sont des baliens delR, le produitA = Hle A; est un boelien delR?, et on a
la propriéte (20).

Ce ésultat sera@monté dans le chapitre conséaiux produits de mesures, et iefigure leseésultats de ce chapitre.



Chapitre 2

L'int égration par rapport a une mesure

Ce chapitre est consdxa la construction de l'irgigrale des fonctions par rapparune mesure. On fixe donc dans
tout le chapitre un espade, muni d’une tribu€ et d'une mesureu. Le lecteur pourra avoi I'esprit les trois exemples
fondamentaux suivants : celui de@ = IR avec = R (tribu botlienne) ety = A (mesure de Lebesgue); celui de
E = IN* avecé = P(FE) (tribu de toutes les parties d€) et . la mesure de comptage((4) = le nombre de points
de A); enfin celui d’'un ensembl& arbitraire, ave€ = P(F) et = ¢, la masse de Dirac en un point voir (1-13).
Dans le premier cas, laébrie de I'inegration permet &tendre I'ineégrale de Riemann; dans le second cas elle est une
autre margre de consigrer la sommation de€gses ; le troistme cas est essentiellement trivial, mais permetadigier
la compEhension des notions &tgultats pgsengs.

Il est important de remarquer que l'agration est une construction abstraite, n’utilisant pas la structure paneculi
de tel ou tel ensemblE : la construction de l'iriigrale par rappo#d la mesure de Lebesgue dim’est absolument pas
plus simple que la #orie gerérale.

2.1 Les fonctions mesurables

1) Les cefinitions : Lors de l'integration d’'une fonction, deux obstacles peuvent ésgater : d’une part la fonction
peutétre "trop grande”; d'autre part elle peut ne e assez &guliere”. Ce paragraphe est congaarla notion de
"régularie” nécessaire la cfinition de l'integrale.

Rappelons d’abord que giest une application d’'un espagedans un espack, I'image €ciproqued’une partieA
de F par f est la partie deZ notee f ~1(A) (ou parfois{f € A}, ce qui est une notation moins "canonique” mais plus
parlante) et dfinie par

FUA) = {z € E: f(z) € A} &

(ne pas confondre cette notation avec celisignant la “fonction&ciproque” ou “fonction inverse” dé, lorsque celle-ci
est bijective). Les propetes suivantes, A et les A; sont des parties quelconques Best I est une ensemble fini,
dhombrable, ou infini non&ombrable, seérifient imnediatement :

fTUF)=E, f7H0) =0, SF7HAS) = (f7H(A)S, }
F 7 UierAi) = Uier f 71 (As), S (NierAi) = Nierf 1 (As).

Onénonce les trois deriies propiétes ci-dessus en disant que I'imageiproque commute avec le passage au cémphtaire,
la réunion et I'intersection. S est une classe quelconque de parties'den notef ! (A) la classe de parties dé
définie ainsi :f ~1(A) = {f~1(A) : A € A}. Il découle imnédiatement de?) que :

)

Si F est une tribu dé, la classef —! (F) est une tribu de¥. 3
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Définition 1 Soit(E, £) et (F, F) deux espaces mesurablesfetne application d& dansF.
a) On dit quef est une applicatiomesurablede (E, £) dans(F, F) si la tribu f ~1(F) est contenue dans
&, ce qui revient dire quef ~1(A) € £ pour toutA € F. Onécrit aussi parfois f : (E, &) — (F,F).

b) Une fonction sut (i.e. une application d& dansik ou dansiR) est ditemesurable par rappord la
tribu &, ou "€-mesurable”, ou simplement "mesurable” s'il N’y a pas d’amlitigguant la tribu&, si elle
est mesurable dg, £) dansiR ou IR muni de sa tribu balienne.

c) LorsqueE = IR? et F = IR? (ou plus gréralement sE et F' sont des espaces topologiques), avec leurs
tribus boéliennes respectiveset F, une fonction mesurable d&, £) dans(F, F) est diteborélienne

d) Si(f;):er est une famille quelconque de fonctions &yron appelldribu engendeepar cette famille, et
on noteo(f; : i € I), la plus petite tribu dé&& rendant mesurables les fonctiofis(i.e. la plus petite tribu
contenant les tribug; ' (F) pour touti € I). O

Le résultat suivant, que le lecteuenfiera par lui-né@me, montre la cdirence entre la mesurab@id’une fonction et
celle d'un ensemble. On rappelle quedsic E, la fonction indicatricel 4 de A est la fonction de2 dansiR qui vautl
sur A et0 sur le compdmentaireA® :

siA C E,onaA € € sietseulement di4 est€-mesurable. (4)

Exemples :

1) Si F est muni de la tribl€ = P(F) de toutes ses parties, toute applicationfddans un ensemble mesurable
(F, F) est mesurable.

2) Si(FE, &) estun espace mesurable quelconque, toute fonction constanféi.e- a pour toutz, ol a est un el
fixé) est mesurable. En eff¢t 1 (A) = E sia € Aetf~1(A) = () sinon.

2) Criteres de mesurabili€ : Pour \erifier la mesurabilé d’une fonction, on dispose des trois outils suivants :

Proposition 2 Soit f une application dé7 dansF', et soit.4 une classe de parties detelle queF = o(A)
(rappelons que cela signifie que la tribu engéedrarA estF). Pour quef soit mesurable déF, £) dans
(F, F) il faut et il suffit quef ~1(A) € £ pour toutd € A (& f~1(A) C £).

Preuve La récessit estévidente. Inversement, supposons ¢aé(.A) C £. Soit aussid’ I'ensemble des parties dé
telles quef~1(A) € £. D’apres Q) il est tres facile de @rifier queA’ est une tribu de'. Par hypotlse on ad c A'.
CommeA’ est une tribu et comm# est la tribu engenée parA, on a doncF C A'. Par suitef ~*(F) C € et f est
mesurable.[]

Proposition 3 Soit(E, &), (F,F) et(G, G) trois espaces mesurables. Sest une application mesurable
de(E, &) dans(F, F) et sig est une application mesurable (&, F) dans(G, G), I'application compoge
h = g o f est une application mesurable ¢&, £) dans(G, G).

Preuve SiA € G limage réciproqueB = g~1(A) est dansF et doncf~!(B) € £&. Commeh~1(A) = f~(g71(4)),
on en @duith—1(A) € £, d’ol le résultat. [J

Proposition 4 Toute application continue dB = IR? dansF = IRY est boklienne. Plus gréralement si
E et F sont des espaces topologiques, toute application contindedensF est boglienne.

Preuve a) On va d’abord montrer que Bi = IR? et ' = IR? et si f est une application d& dansF, alors

f estcontinue < I'image reciproque d’'un ouvert d€' est un ouvert dé. (5)
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Supposons d’abord continue. Rappelons que cela signifie la chose suivante, en netant’|, (resp.ly — v'|,) 1a
distance euclidienne deax’ dansE (resp. dey ay’ dansF) :

Vo € E, Ve >0, 3In>0, Vo' avec |z — 2’| <n, ona |f(z)— f(a')], <e. (6)

Soit B un ouvert def’ et A = f~1(B). Soitz € A ety = f(x). Commey € B, il existe une > 0 tel que la boule dé”
centée eny et de rayore soit contenue danB. Sin est assoéax ete comme dansf), cette propi&te implique que la
boule deFE centée en: et de rayom est contenue dané : cela veut exactement dire queest un ouvert.

Supposons inversement que lI'imageiproque de tout ouvert dé par f soit un ouvert d&v. Soitz € E ete > 0.
L'image réciproque de la boule ouverfe de F' centée enf(x) et de rayore est un ouvert contenant donc il existe
n > 0 tel quef~—1(B) contienne la boule d& centée enr et de rayom; : en d’autres termes, on &)( Par suitef est
continue.

b) Passons la preuve proprement dite. On arifie (5) ci-dessus lorsqu& = IR et F = IRY. LorsqueFE et F
sont des espaces topologiques quelcongagsst en fait ladéfinitiondes fonctions continues. 3i (resp.B) désigne la
classe des ouverts de(resp. def), (5) implique que pour toute fonction continue orfat(B) c .A. Comme les tribus
boreliennes sont les tribus engeads par les ouverts, |ésultat @coule imniédiatement de la propositich [

On va maintenant donner quelques applications utiles de ceséguikats.

Proposition 5 Soit(E, £) un espace mesurable. Pour gu’une fonctjosur E soit mesurable, il faut et il
suffit gu’elle werifie 'une des conditions suivantes :

(i) {f <=z} € € pour toutz € IR (rappelons qud f < z} = f~1([~o0,z]) = {y € E: f(y) < x}).

(i) {f <z} € € pour toutz € Q.

(i) {f < x} € &€ pour toutx € IR.

(iv) {f < a2} € € pour toutz € Q.

Preuve Il suffit de combiner les propositions7let 2. [J

Proposition 6 Soit f1,...,fq des fonctionsé&elles mesurables sUF, £). Soitg une fonction boglienne sur
IRY. La fonctionh sur E définie parh(z) = g(f1(z), f2(2), ..., fa(x)) est alors mesurable s i, £).

Preuve On peut consiérer led-uplet (fi, ..., f4) comme une application d& dansiR?, qu'on noteraf : siz € E,
f(z) est le vecteur dék?? dont les composantes sofit(z), ..., f4(z). Commeh = g o f, en vertu de la propositioil
suffit de cemontrer quef est mesurable dg, £) dans(R?, R).

Pour cela, en utilisant 119) et la propositior?, on voit qu’il suffit de montrer que pour tout rectangle= Hle] —
00, a;], oll lesa; sont deséels, on af ~1(A) € £. Mais commef 1 (A) = Ni<;<a{fi < a;} cette prop@ete decoule de
la mesurabilié desf; et de la propéte (T'4) des tribus.[]

Ce 1esultat s'applique en patrticulier lorsque la fonctipni-dessus est continue. Cela donne umgesde propétes
d’'usage constant. Par exemple si les foncti®®les f; sont mesurables sy, £), il en est de rBme des fonctions

suivantes :
d

> aifi, oulesa; sont gels. 7)
=1
d
H(f,;)’“, ou a; € Z,eta; >0 si f; peuts’annuler. (8)
=1
Ji A fo =min(fy, fa), f1V fa = max(f1, f2). 9)

(Pour (7) par exemple, il suffit d’appliquer la propositiongeedente aveg(zy, ..., xq4) = Zle a;x;, qui est continue).
On ceduit de ces propeies que I'ensemble de toutes les fonctiosslies mesurables s(UF, £) est unealgébre(i.e. un
espace vectoriel stable par produit des fonctions), et un espticek (i.e. stable par les @pations "sup” et "inf") ; on
verra mieux dans la propositidci-dessous.

En particulierg = f; — f> est une fonction mesurable, et donc les ensembles suivants

{fi = fol ={g =0}, {fi < fot =14g < 0}, {fi < fl=1{g <0} (10)
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sont mesurables.

3) Les limites de fonctions mesurablesChacun sait gu'une suitgf,,)>1 de fonctions suf eta valeurs dans
IR ou dansiR convergesimplementers une limitef si f,,(z) — f(x) pour toutz. Lorsque la suite de fonctions est
guelconque, on peut toujours introduire les notions suivantes :

Définition 7 On appelldimite suggrieureet limite inferieured’une suite(f,,),>1 de fonctions suiz eta
valeurs dangR les fonctions suivantes :

limsup,, fn(z) = lim, | sup,,s, fm(x) = inf, sup,,~, fm(z), }
N - (11)

liminf,, f,(x) = lim, Tinf,,>p fm(z) = sup, inf,>n, fm(2).

Noter que les fonctionim sup,, f,, etliminf,, f,, définies ci-dessus sont a-prigrivaleurs dan#?, méme si lesf,,
sonta valeurs dangg.

Rappelons qu’une suite de foncti¢f}, ),, converge simplement vers la limifesi on af,,(z) — f(x) pour toutz. Si
la suite( f,, ), est croissante (respédroissante), c'est-dire sif,, < f,+1 (resp.f, > fn+1) pour toutn, elle converge
simplement vers une limitg vérifiant f = lim sup,, f, = liminf,, f,, et aussif = sup,, f. (resp.f = inf, f,). Dans
le cas @réral, dire que la suitéf,,) converge simplement revieatdire qudim sup,, f,, = lim inf,, f,,, et dans ce cas la
valeur commune de ces deux fonctions est la limite de la §fiite La proprét suivante est imédiate :

limsup f,, = —liminf(—f,), (12)

et siles(4,),>1 sont des parties dB, en se rappelant leéfinition 15 on a:

limsupla, = liimsup, A,» lirgbinf 14, = liminf, A, - (13)
n

Proposition 8 Soit( f,,),>1 une suite de fonctions mesurables &bt ), a valeurs dandR ou dansRR.

a) Les fonctionsup,, f,, etinf,, f,, sont mesurables.

b) Les fonction$im sup,, f,, etliminf,, f,, sont mesurables.

c) L'ensemble des € E ou la suite nurérique (f,,(x)) converge (dit “ensemble de convergence” de
suite(f,,)) estdan<t.

d) Si la suite(f,,) converge simplement, sa limite est une fonction mesurable.

a

Preuve Pour (a) on utilise le fait quésup,, fr, < x} = N, {fn < z} et{inf, f, <z} = U, {f» < 2} etla proposition
5. (b) s’obtient par applicatiorepétee de (a). Sy = limsup,, f,, eth = liminf,, f,, 'ensemble de convergence de la
suite(f,,) est 'ensemblg g = h}, qui est mesurable d’ags (L0). Enfin si( f,,) converge simplement sa limite ésjale
ag = h, donc (d) écoule de (b).(]

4) Image d’'une mesure par une application Ci-dessous on conside d’une part une application mesurable
de(F, &) dans(F, F), et d'autre part une mesuresur (E, £). On peut “transporter” la mesugesur F' par f, selon le
schema suivant :

Théoréme 9 Si pour toutB € F on pose
v(B) = u(f~(B)), (14)

on cefinit une mesure sur (F, F), appeée lamesure imagée . par f.
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Preuve On utilise @) : d’'une part,v(0) = u(@) = 0. D’'autre part si on a une suitgs,,),,>1 de parties deug-deux
disjointes et appartenaatF, les A, = f~*(B,) sont aussi deug-deux disjointes, tandis que, A, = f~1(U,B,).

Par suite
V(UnBn) = u(f~H(UnBn)) = p(UnAy) ZN = ZV(BH)~ O

2.2 Lint égrale des fonctions mesurables

Nous fixons ci-dessous un espacemuni d’une tribu€ et d’'une mesurg.. On appelleF I'ensemble de toutes les
fonctions Eelles mesurables s(F, £) : c’est un espace vectoriel d'& (7).

Nous nous proposons deéfthir I'intégrale d’une fonctiory par rapporta i, note [ fdu, pour une classe aussi
grande que possible de fonctions#eCette inégrale devra avoir les progtes suivantes :

/ Ladu = u(A)  si A€é, (15)

L'application f — [ fdu est “linéaire”, i.e.[(af)dp =a [ fdu } (16)

siac R, et[(f+g)dp=[fdu+ [ gdpu,
ainsi que des progies de “continuié” qui seront pecises plus loin.

Le principe de la construction, qui se fait en plusietiigpes, est assez simple :

1) En combinant5) et (16), on construit/ fdu pour les fonctiong positives mesurables ne prenant qu'un nombre
fini de valeurs.

2) Toute fonction positive mesuralé¢ant limite croissante d’une suite de fonctions du tygegment, on obtient son
intégrale par passagela limite.

3) Toute fonction mesurabletant diference de deux fonctions mesurables positives, on construit sgrafe par
différence.

1) Les fonctionsétagees :0n dit qu’une fonction esttaggesi elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs d#s
On note?-‘?r I'ensemble de toutes les fonctio@tages positives mesurables. Cet ensemble n’est pas un espace vectoriel
(c’est seulement ce qu’on appelle urdte”), mais il est stable par addition, et par multiplication paréets positifs (et
par+oc : rappelons les conventions 1}t 1-2)).

Etant dongs les nombres,, . .., a, de IR, etles ensembles mesurablés, ..., A,, on obtient une fonctiorf €

F9 en posant
= Z a; 1Ai . (17)
i=1

(il est clair que cette fonction ne peut prendre que les valeurs qui sont des sommes d’'un nombre quelcongloade
ne prend qu’un nombre fini de valeurs ; d'autre paest mesurable pa#d) et (7)). Il y a évidemment plusieurs masres
d’écrire la n@me fonctionf sous la forme17).

Inversement, tout¢ < J—'i s’écrit sous cette forme, etéme admet unécriture (L7) “canonique” qui est unique et
qui a la forme suivante : SV est I'ensemble des valeurs prises ppata famille A, = {f = a} indicée par 'ensemble
fini U (i.e. a parcourtl) constitue une partition mesurable Beet on a

= Z a,lAa. (18)
ac€U

Cetteécriture est un cas particulier d&7j.

Définition 10 Par définition, on appelle iréigrale par rapporta p de la fonctionf € ]—'i admettant la
décomposition canoniqué ), et on note[ fdu ou [ f(z)u(dx), le nombre suivant dg), oo :

[ fin = 3 aua) = Y an({f = a)). O (19)

acU acU
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Exemples :
1) Lintégrale de la fonction nulle (qui appartiém-"(}r) est0.
2) Lintégrale de la fonction constanégalea a > 0 (qui appartient aussi ]—‘i) vautau(FE) (donc vautt-oo si la
mesurey est de masse totale infinie, oussi= +o0o ety n'est pas la mesure nulle).

3) Rappelons qu¢ = 14 est dans7—'3 si et seulement si € £. Dans ce cas son iegrale esj:(A4) : on a donc {4).
O

Proposition 11 (i) Si f € ]-"S)r est donge par (L7), on a

[ fdn = Y atan (20)
=1

(i) Sia>0etfe Fl, onaf(af)du=a [ fdu.
@iy Sif,geFL,onaf(f+g)du= [ fdu+ [gdu.
(iv) Sif,ge Fletf <gonaf fdu< [ gdp.

Preuve (ii) estévident. Pour montrer (iii), notorig etV les ensembles (finis) de valeurs prises patg respectivement,
ainsi queA, = {f = a} poura € U et B, = {g = b} pourb € V. Remarquons que si € U I'ensemble4, est la
réunion des ensembles mesurables dieaeux disjoint§ A, N By )pey (certains de ces ensembles peuvane vides).
De meémeB, est la Bunion des ensembles mesurables deabeux disjointg A, N By).cu- D'apres (L9) et I'additivité

(A) dep on adonc
/fdu = Z a,u(Aa) = Z aM(Aa N Bb)7

aclU acU,beV
/gd,u = > bu(By) = Y bu(A.NBy).
beV acU,beV
En additionnant, il vient
/fdu+/gdu = Y (a+bu(A.NBy). (21)
a€U,beV

Par ailleurs notondl” I'ensemble des valeurs prises pgar= f + g. Tout pointc de W s’écritc = a + b pour une
certaines famille (finie). de couplega, b) dans le produit/ x V' (noter quel,. peut contenir un ou plusieurs couples).
L'ensembleC. = {h = c} est alors lagunion des ensembles deasdeux disjoint§ A, N By)(q,p)e1,, d€ Sorte que

[rdn =Y i€ = 3 eutaan) (22)

ceW ceW (a,b)el.

Si le couple(a,b) € U x V n'appartienta aucun/. on aA, N B, = (), de sorte quei(A4, N B,) = 0. Comme
¢ = a+ blorsque(a, b) € I, il est alors facile de &rifier que les expressiongl) et (22) sontégales : on a donc (jii).

Pour obtenir (i), il suffit alors d’appliquer (ii), (iii) etl@). Enfin sif, g € J—'i etsif < g, lafonctionh = g — f est
aussi dans’,.. Par (iii) on af gdu = [ fdu + [ hdu. Comme[ hdp > 0 par constrution (cf.19)), on obtient (iv). OJ

Proposition 12 Soit ( f,,)»,>1 une suite croissante (i.€f,, < f,4+1 pour toutn) de fonctions del-‘?F et
f(z) =lim, T f.(z) noter quef n'est pas Bcessairemer@tage)

(i) Sig € F verifieg < f,onaf gdu <lim, 1 [ fudu.

(i) Side plusf € 75, ona fdu = lim, 1 [ f,du.

Preuve D’aprés (iv) de la proposition pedente la suitev,, = [ f,,du est croissante, et on natesa limite.

(i) Soitg € F5 avecg < f. Soite €0, 1[ fixé. La fonctiong’ = (1 — ¢)g vérifieg’ € F%, ¢’ < f, etg'(z) < f(z)
si f(z) > 0.

SoitU I'ensemble des valeurs prises garPour touta € U on aalyy—q<y,} < ful{y—q}; donc en appliquant les
assertions (i) et (iv) de la propositiongaedente, on obtient

a,u({g’ =a< fn}) = /(al{g':agfn})d:u' < /(fnl{g’:a})d,u-
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Comme)_,  ful{g—=a} = fn, €N SOMmant les &galiés ci-dessus pour tous lasc U et en utilisant (jii) de la
propositionl1, il vient

Za,u({g' =a< fo}) < /Z(fnl{g’:a})dﬂ = Qnp.

acU acU

Rappelons que sf(z) = 0 on ag’'(z) = f.(z) = 0 pour toutn, tandis que sif (z) > 0 on ag’(z) < f(z) et donc
g (z) < fn(x) pourn assez grand @&pendant de). Par suite{g’ = a < f,} T {¢’ = a} quandn crdit vers l'infini.
Donc en utilisant le thoemel4, on obtient en passaatla limite dans l'iegalie pecedente :

[ddn = S antty =ah) < a.

acU

Enfin commeg = < on afgdy = = [¢'du < 2. Commee est arbitrairement proche deet comme

l1—e 1—¢ 1—¢*

lim. o %2 = @, on en @duit finalement qug gdu < a.

(i) Si maintenantf € 79, (i) appliqueag = f montre quef fdu < o Parailleursf,, < f, donca,, < [ fdu pour
toutn, et en passari la limite on obtienty < [ fdu. Par suitef fdu = a. O

2) Les fonctions positives Dans la suite on not& , 'ensemble des fonctions mesurabiesaleurs dand? .

Lemme 13 Toute fonctionf de F est limite simple d’'une suite croissantg,),,>1 de fonctions mesu-
rables positivegtagees (i.e.f(z) = lim,, 1 f,(x) pour toutz € F).

Preuve Il suffit de poser :

£ si £ < f(x) < B etk=0,1,...,n2" — 1,
>

n. O

Définition 14 On appelldntégralepar rapporé . de la fonctionf € F le nombre suivant d@, o] :

[ tin = [ f@mtdn) = sup [ gausge 7.9 < p). O (23)

Lemme 15 Si f € F, toute suite croissantéf,,),>1 de fonctions d@-‘i admettantf pour limite (il
existe de telles suites d'as le lemmel3) vérifie [ fdu = lim,, 1 [ f.dp.

Preuve La suite de nombres,, = [ f,du croit vers une limite € [0, co]. D’aprés @3) on aa, < [ fdu, donc aussi
a < [ fdu. ATinverse, toute fonctiory € ]—“S’r telle queg < f veérifie [ gdu < « par la propositiorl2, de sorte que
[ fdp < aenvertu deZ3) : on en eduit quen = [ fdu. O

Nous pouvons maintenaéhoncer I'un desasultats essentiels de la&tirie :
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Théoréme 16 (i) Sia € Ry etf € Fy,onaf(af)du =a [ fdpu.

(i) Sif,ge Fyonaf(f+g)du= [ fdu+ [gdp.

(i) Sif,ge Fyetsif <gonaf fdu< [gdu.

(iv) (THEOREME DE CONVERGENCE MONOTONEJI la suite(f,),>1 de fonctions deF . croit
vers une limitef (nécessairement datfs, ), alors la suite( [ f,,dp),>1 croit vers [ fdpu.

(v) Pour toute suité f,,),,>1 de fonctions d&- on a

/ (inf fn)dy < inf / fndp, / (Sglp f)dp = sup / fndp. (24)

(vi) Pour toute suité f,,),>1 de fonctions deF on a

/(liminf fo)du < liminf/fnd,u. (25)

Attention : (vi) est une version de ce qu’'on appelldéenme de Fatogon en verra une forme pluggéerale plus loin).
Contrairement ce que pourrait faire penséxj, dans lequel "sup” et "inf” jouent de$les analogues, on n'a pas dans
(vi) I'in égalié en sens oppésen remplacant "liminf” par "limsup” : si par exempleest une mesure de masse totale
infinie et sif,,(x) = 1/n, on alimsup,, f, = liminf, f, = f, avecf(z) = 0 pour toutz ; donc [ limsup,, f,du =
[liminf,, f,dp = 0; cependant f,,du = oo pour toutn, donclimsup,, | f,dp = liminf,, [ f,du = cc.

Preuve Pour (i), (i) et (i) On consiére des suite§f,,) et (g,) de fonctions dé‘i croissant respectivement vefs
etg.Onaf, +g, € ]—"ﬂ etf, +g. 1 f+ g, donc le lemmel5 et les assertions (ii), (iii) et (iv) de la propositidi
impliquent (i), (i) et (iii).

(iv) D'apres (iii), la suitec, = [ f,dp croit vers une limitea et vérifie o, < [ fdpu, de sorte quex < [ fdpu.
Pour chaquer il existe une suite croissantg,, ;);>1 de fonctions de7-"9r telle quelim; 1 gn; = fn. On poseh; =
SUD,,.1<n<i In.i- Chaqueh, est dansF’ ; on agn,i < gn.it1, donch; < h;y; etla suite(h;) croit vers une limiteh
quand; tend vers l'infini; commey,, ; < f on ah; < f etdonch < f; enfinh; > g, pour touti > n, donch > f,
pour toutrn, donch > f : on en @duit finalement quéh;) est une suite croissante de fonctions.?dﬁ admettant la
limite h = f.

Onadoncf h;du 1 [ fdp quandi tend vers l'infini, d'apés le lemmel5. Maish; < sup,,.;<,<; fn = fi, de sorte
que [ h;du < «;. Par suite en passaéta limite en: on obtient| fdu < o : donca = [ fdu et le esultat est @monte.

(v) Soitg = inf,, f,, eth = sup,, f,, qui sont des fonctions d&_ Pour toutn on ag < f, < h, donc [ gdu <
[ fadp < [ hdp par (iii), et (24) est imnediat.

(Vi) Si g, = inf;>, fi, on a [ gndp < inf;>, [ f.dp dapres (v). Lorsquen tend vers linfini, les nombres
inf;>, [ fndp croissent vers le nombiém inf,, [ f,du. Par ailleurs la suitég,) croit vers la fonctionlim inf,, f,,,
donc (iv) implique que/ g,,dy crait vers [ liminf,, f,,du. L'inéégali€ (25) est alors imradiate. O

Lorsque lesf,, sont des fonctions mesurables positives, en appliquant (iv) ci-dessus aux fopgtieng +. .. + fi,
on obtient le

Corollaire 17 (f,)»>1 sont des fonctions mesurables positives, of(&,, fn)du = Y, [ fndp (0N
peut “intervertir’ somme d’uneésie et inégrale, lorsque les termes sont positifs)

Exemple : Si (u,;)n,i>1 €St une double suite de nombres positifs, @suitat bien connu de la&brie des éries affirme

que
DD uni =YD Ui (26)

n>14>1 i>1n>1
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(appeé “interversion des sommations”, ou encore “sommation par paquets”pdD#at est aussi une cd@gience du
corollaire pecedent : en effet, soif = IN*, muni de la tribu€ de toutes les parties et de la mesure de compiage.
u(A) estle nombre de point dé). Noter que toute fonction sut est€-mesurable. La formule ci-dessus provient alors
du corollaire, si on posg, (i) = u,, ;. O

3) Les fonctions de signe quelconquelt nous restea cefinir l'intégrale des fonctions de signe quelconque.
Pour cela, on utilise le fait qu'une fonctigh est toujours la difrencef = g — h de deux fonctions positives, cette
décomposition rétant bien-&r pas unique. On verra ci-dessous qug¢ est mesurable, on peut choigieth mesurables
également. L'iée consista cefinir [ fdp comme la diferencef gdp — [ hdp : mais pour que cela ait un sens, il ne faut
pas que la diffrence ci-dessus saib — oo.

On a donc inkrét a choisirg et h ci-dessus aussi petites que possibles (car si on augmeateaugmenté, de la
méme quanté pour péserver legali€ g — h = f, et donc on augmente les@yrales de eth). Le choix “minimal” est
le suivant :

fH(z) = sup(0, f(x)),  f(z) = sup(0,—f(x)), (27)

de sorte qu'on a
f=f=f, fl=fr+f. (28)
fT et f~ sont ce qu'on appelle lgzarties positive et @gativede f, et toute autre @compositionf = g — h avecg et

h positives erifie g > fT eth > f~. Remarquer aussi que giest mesurable, alors™ et f~ sont mesurables pad)(
Avec ces notations, on peut enfin donneré&imition de I'integrale dans le casgéral :

Définition 18 a) On dit que la fonction mesurabfea valeurs dang? admet une irééigralepar rapporé z,
ou que “son inégrale existe”, si on n'a pasla fois [ fTdu = co et [ f~dp = oo ; dans ce cabintégrale

de f estle nombre
[ tin = [ @mtan) = [ sran- [ 5an (29)

b) On dit que la fonction mesurabjeestintégrablepar rappor n (ou : u-intégrable) si I'inégrale [ | f|dyu est finie.
Ceciéquivauta dire que les irigrales def ™ et f~ sont finies (utiliserZ8) et le theoremel6-(ii)), de sorte que l'ingégrale
[ fdu existe et est finie.

c¢) Finalement on note:l(E, &, n) (ou plus simplement!) 'ensemble des fonctions valeurs dangk, mesurables et
intégrables.[]

Cette terminologie est un peu malheureuse, puisqu’une fonction peut @greasegrable, et cependant avoir une
intégrale (qui vaut alorsa@tessairementco ou+oc0). Si f admet une iréigrale, elle est iggrable si et seulement si son
intégrale est finie. Avant de donner les principales pédpside I'inégrale, voici quelques exemples.

Exemples :

1) Soit(E, £) un espace mesurable quelconque; et £, la mesure de Dirac au point(rappelons que(A) vautl
ou 0 selon quez est dansA ou non). Il est facile de&rifier que toute fonction mesurabfeadmet une iréigrale,
qui vaut [ fdu = f(a). Les fonctions irkgrables sont celles quérifient f(a) € IR (elles peuvent prendre les
valeurs+oo et —oo en dehors de).

2) Soit E = {1,...,k}, muni de la tribu de toutes les parties et de la mesure de compta@e a cja dit que
toute fonction sutE’ est mesurable, étvidemment toute fonction ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Ainsi
Fi = F, estI'ensemble des fonctiodsvaleurs dangz .

Dans cet exemple, une fonction estéigtable si et seulement si elle éstvaleurs dandR. Une fonction admet
une inégrale si et seulement si elle eéstvaleurs dan$ — oo, o] ou dans[—oo, oo[. Dans tous ces cas, on a
J fdp=321, £ )

3) Soit £ = IN*, muni de la tribu de toutes les parties et de la mesure de comptagree fonctionf sur E peutétre
identifieed la suite(u,, = f(n)),>1 des valeurs qu’elle prend, €t éncore toute fonction s& est mesurable. Si
f est une fonction positive, on peut construire une suite pariedif,,),>; de fonctionstagees croissant verg

en posant :
{ fG) s i<n,

0 Sl 1 >SN

fali) =
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D'aprés QO)on a [ fndu = Y i, f(i), et le lemmel5implique que[ fdu = > .-, f(4) : lintégrale def est
ainsi la somme de leésie de terme gréral f(4). B

La définition 18 entraine alors qu’une fonctiof (de signe quelconque) estégrablesi et seulement si laésie de
terme @réral f(i) estabsolument convergentet dans ce ca$ fdu = Y, f(i). Notons qu’on retrouve ici, en
particulier, la prop@te (S5) du chapitre 1. B

La fonction f n'est pas inkgrable, mais admet une @grale, si et seulement si on est dans I'un des cas suivants :
(@) 2. p(iy<o [f ()] < 00 €t 37, ;)50 f(i) = oo, auquel cay fdu = +oo,

(0) X p(iy=0 F (i) < 00 €t 37, 14y <o 1F(§)] = o0, auquel cay fdu = —oo. O

Theoreme 19 (i) L'ensembleC' (E, &, 1) de toutes les fonctions qui soatvaleurs Eelles et qui son
mesurables et iggrables, est un espace vectoriel.
(i) L'application f + [ fdudeL'(E,&, ) dansiR est une forme ligaire positive :on rappelle que cela
veut dire que c’est une application &aire deC' (E, &, 1) dansiR, i.e. [(f + g)du = [ fdu + [ gdu et
J(af)dp =a [ fdusia € IR, et qu'elle est en outre “positive” au sens  fdu > 0si f > 0

(iii) Pour toute fonctiorf de L' (E, &, 1) on a

Y (30)

(iv) Enfinsif € £L'(E, &, 1) et sig est mesurable egvifie |g| < |f|, alorsg € LY(E, &, dpu).

Avant de prouver ce #toeme on va&noncer un lemme de “learie” qui géréralise la propéte (29) et qui concerne
les fonctions admettant une @grale sanétre recessairement iagrables.

Lemme 20 Soitf = g — h la difference de deux fonctiogset . de 7, . Si l'une des deux iegrales| gdu
ou [ hdp au moins est finie, alorg admet une irétgrale, qui vaut| fdu = [ gdp — [ hdp.

Preuve. Supposons par exemple qfigdu < oo. D’une partf* < g, d’autre partf* +h = f~ + g. Donc le tleoreme
16implique d'une partf f*du < [ gdu < oo, et d’autre part

/f’Ld,u—&-/hdu = /f‘du-ﬁ-/gdu.

On en @duit que[ fdu est bien éfini par la formule 29), a valeurs dans-oo, oo|, et que

[rdn == [ rraus [ rdu+ [gdu = = [ gau+ [ gan

Preuve du theoreme19.Sif > 0onaf = ftetf~ =0,doncf fdu= [ ftdu > 0.

Sia € Ry ona(af)t =aft et(af)” = af~. Donc le tleome16-(i) et la cefinition 18 impliquentaf € £' et
[(af)dp = a [ fdu. Simaintenant €] — 00,0[, on a(af)t = —af~ = |a|f~ et(af)” = —af™ =|a|fT :0onen
deduit par les rames arguments quef € £' et quef(af)dyu = a [ fdpu.

Soit maintenanif, g € £*. D’abord |f + g| < |f| + |g|, donc le tieoRme 16-(ii,iii) implique f +g¢ € £' : cela
termine la preuve du fait qué" est un espace vectoriel. Ensufte- g = f* 4+ ¢t — f~ — g~ et les fonctions du second
membre ci-dessus sont toutes digtale finie. Le lemme prédent entraine alors

Ju+ain = [rrans [gan— [ran— [gaw = [ gan+ [ gan

On a donc achévla preuve de la ligari€ et de la positivié def — [ fdp.
Pour tousz, b € IR on aja — b| < a + b, donc en utilisant48) on obtient

[ gaul = | [ rrau— [ fan < [ fraps [ ran = [ 1f1ds,

d’ou le resultat. O
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donc on a 80). Enfin la dernére assertion&toule du teoemel6-(iii). [

Nous terminons par deésultats de “continu®’ concernant I'inégrale. Il s’agit desasultatsessentielsle la tleorie,
qui doivent absolumergtre assimés. lls seront encore d@tiorés plus loin, mais vu leur importance il ne faut pasiher
sur les epétitions. . .)

Théoréme 21 Soit( f,,),,>1 une suite de fonctions mesurables.
a) (LEMME DE FATOU) Sig est une fonctiom valeurs dandR et integrable, on a les implications :

fm>9 Yn = /(liminffn)d,u < lirninf/fnd,u7 (31)

fm<g Yn = /(limsup fn)du > limsup/fnd,u7 (32)

b) (THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE DE LEBESGUEF'il existe une fonction iggrable
g telle que| f,,| < g pour toutn et si la suite( f,,) converge simplement vers une limjten a

feL(EEp et /fndu — /fdu. (33)

Preuve a) Remarquons d'abord quelj implique 32) : en effet sif;, = —f,,, on alim sup,, f,, = — liminf,, f} ; side
plusf, < gonaf] > —g, tandis que sy et integrable il en est de &me de—g : pour obtenir 82) pour la suite(f,,) il
suffit alors d’appliquer31) a la suite(f; ).

Pour montrerg1), on posef/, = f, — g, qui par hypotlse est positive. Onf, = f + g™ — g~ etg™ estinggrable,
donc le lemme&O0entraine qud’ f,,du est bien éfinie et vaut/ f,,du+ [ gdu. De méme sif = liminf, f, etf’ = f—g
onaf’ > 0, donc| fdu est bien éfinie et vaut[ f’'du + [ gdu. Comme enfinf’ = liminf,, f}, il suffit d’appliquer
(25) pour obtenir 81).

b) On a clairementf| < g, doncf est inggrable. On a ausgi = lim sup,, f,, = liminf,, f, et—g < f,, < g. Par
suite 31) et (32) entrainent

/ fdp < liminf / fudp < limsup / fudps < / fd.
La proprét [ f,du — [ fdu en cecoule imnédiatement.]

Le lecteur sera particdrement attenti I'énoné du tteoreme de Lebesgue, dans lequel il y a deux hypséls : 1) la
suite( f,,) converge simplement, ce qui signifig(z) — f(x) pour toutz, et 2) la suitd f,,) est “domirée” par la fonction
g, ce qui signifie| f,,(z)| < g(z) pour toutz et toutn, et en pluy est inégrable. Sans la predre hypotse [énoné
n'a pas de sens car la fonctighn’est pas éfinie. Sans la seconde leétheme est faux, comme le montre I'exemple
cité apes le tleoemel6: on prendf, (z) = 1/n pour toutz: € E, qui converge simplement (etéme unifornément!)
vers la fonction nullef = 0, alors que sj: est une mesure infinie les égrales| f,,du (qui sont infinies) ne convergent
pas vers[ fdu = 0 : dans cet exemple la plus petite fonctipmlominant la suitg f,,) estg(z) = 1, et elle n’est pas
intégrable.

Signalons que le #toieme de Lebesgueegéralise le tkoeme 114-(b) : avec les notations de ce dernieedieme,
etsif, = 14,,0n aconvergence simple ¢¢,) versf = 14, et domination par la fonctiop = 15.

n?

2.3 Lintegrale des fonctions valeurs complexes

Il est utile (en particulier en analyse de Fourier, comme on le verra plus loinggdtet des fonctions complexes.
Nous allons voir que cette épation est s simplea condition de consi&ter une fonction complexe comme un couple
de deux fonctionséelles.

Comme dans la section grédente, on fixe un ensemble muni d’une tribu€ et d’'une mesurg:. Une fonction
complexe surE est une application d& dansC'. Rappelons que tout nombre complexgeut sécrire de marire
unique commey = a + b 0l a etb sont desé&els appdls respectivement partiealle et partie imaginaire de Onécrit
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aussia = R(y) etb = Z(y). Inversement si,, b sont des &els on leur associe le complexe= a + ib. On peut ainsi
identifier les ensemble€' et IR?, et cette identification est encore valable pour les notions de convergence (et donc pour
la topologie) : les complexes, = a,, + ib, convergent vers le complexe= a + ib si et seulement si les deux suites
réelles(a,) et (b,) convergent respectivement veret b. Par suite la tribu b&@lienneC de C' peutétre identifeea la
tribu borélienneR? de IR?.

Toute fonction complex¢ sur E' s’écrit f = R(f) +¢Z(f) ouR(f) etZ(f) sont les fonctionséelles sut’ définies
parR(f)(z) = R(f(z)) etZ(f)(x) = Z(f(x)). La fonctionf est mesurable deF, £) dans(C, C) si et seulement si
les deux fonction&R(f) etZ(f) sont mesurables d&, £) dans(IR, R).

Rappelons encore queneoduledu complexey; = a + ib est|y| = va? + b2. Si f est une fonction complexe, on a

fl < IRDI+IZHL - IRDE < 1fL 12D < If] (34)

Si de plusf est mesurable, la fonctidif| est aussi mesurable par les propositi6mes 8.

Définition 22 La fonction complexef sur (E, £) est diteintégrable par rapport la mesureu si d'une
part elle est mesurable et si d'autre part la fonctieelle| /| est inegrable. Cela entraine d'a&w ¢4) que
les fonctions eellesR (f) etZ(f) sont inegrables, et I'irkgrale def est le nombre complexe suivant :

[tin = [ s@mtan) = [ R+ [2()dn. O (35)

Théoreme 23 (i) L'ensemble des fonctions complexeggnables est un espace vectoriel €iir
(i) L'application f — [ fdu de cet espace dar@ est une forme ligaire.
(iif) On a pour toute fonction complexe égrable :

[ faul < [ 1s1an (36)

Preuve Compte tenu du #oeme 19 les deux prengires assertions solvidentes. Soitf une fonction complexe
integrable. Il existe un € C avec|z| = 1 et tel que le produit | fdu soit reel, et bien entendw [ fdu| = | [ fdul.
Par ailleurs la ligarié montre que [ fdu = [(zf)dw. Comme cette expression eelle, en compararit (35) on voit
quen faitz [ fdu = [ R(zf)du. Mais|R(zf)| < |=f| = |f| par 34), donc B0) et le theoreme16-(iii) entrainent que
|z [ fdu| < [|f|dw et on obtient ainsige). O

2.4 Lintégrale par rapport a la mesure de Lebesgue

Dans cette dergre section nous allons congiér le cas particuliertoE’ = IR est muni de sa tribu bélienne et de
la mesure de Lebesgue La theorie de I'inggration dans ce cas n’est nullement plus simple que dans le&oasbvu
plus haut, mais il estvidemment important degvifier que I'inegrale obtenue dans ce chapitre (qu’'on appell&tjrale
de Lebesgue”) docide avec I'inégrale de Riemann lorsque celle-ci existe.

Pour montrer en touteggéralitt qu’une fonction Riemann-iagrable est aussi Lebesgueéigitable il nous manque
encore un outil qui seraédelop@ dans le chapitre suivant. Mais nous pouvoas a piesent montrer que pour une
fonction f qui est continue par morceaux (cela veut dire gu’il existe un noribiree €elsa; < ... < ay tels que la
fonction f soit continue en tout point différent de tous leg;, et telle qu’en plus elle admette une liméelroite et une
limite a gauche finies en chacun des poinfs les deux inkégrales cincident (dans la pratique, on n'adre jamais au
sens de Riemann des fonctions qui ne sont pas continues par morceaux).

Consicerons donc une fonctiofi sur IR, continue par morceaux, qu’on vaé&grer sur un intervalle boéra, b]. On
note D I'ensemble fini constité des points etb et des points dé:, b[ oU f n'est pas continue, &' = [a, b]\D. On va
consicerer pour chaque une subdivisionx(n,0) < ... < a(n, k,) de[a, b] enk, sous-intervalles (done(n,0) = a et
a(n, k,) = b), de sorte que tous les points flesoient des points de subdivision, et que le pas de cette subdivision (i.e.
sup, (a(n,i) — a(n,i — 1))) tende ver$) quandn — oco. Soit aussp3(n, 7) un point quelconque dex(n,i — 1), a(n, ).
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Avec ces notations, on sait que I'agrale de Rieman;ﬁf f(x)dx estla limite des suites

kn

I, = Zf(ﬂ(n7l))(a(n7l) - O‘(nvi - 1))

=1
Soit alors pour chaque la fonction
f(Bn,1)  sizelalni—1),a0,i)NC
fulz) = f(z) sizeD
0 si z ¢ [a,b)].
Une autre marre décrire f,, est la suivante :

k n

fn = Zf(ﬂ(na i))l[a(n,i—l),a(n,i)[ﬂc + Z f(u)l{u}7

=1 ueD

et sur cette expression on voit inegiatement que,, est boélienne et que son iagrale par rappord la mesure de
Lebesgue est

kn
[ i = 3 3N a0, = 1).aln, 0] 1 C)+ 3 FA({u)).

=1 ueD

La mesure de Lebesgue d’un singleton est nullg(fei(n,i—1), a(n,1)[NC) = a(n,i)—a(n,i—1) :donc| f,d\ = I,.
Par ailleursétant donies les propéites def il est tres facile de voir que la suitg, ),, converge simplement (etéme

uniformément) vers la fonctiorf’ = f1(, ;), de sorte qu¢f est boglienne. De plusf,,| < g pour toutn, si g désigne la
fonctionégalea0 sur le comptmentaire deu, b] etasup, ¢, 4 (| f(x)]) surla, b]. La fonctiong étant inegrable, on peut
appliquer le tkome de Lebesgue, qui implique qyigf,,d\ = I,, converge verd' f’d\. Par suite on a

b
/ F2)de = / (FLiagdA. 37)

Remarquons au passage que la notaﬁf)m(x)dx est tes commode. On va donc l'utiliser aussi pour Egtale de
Lebesgue. Plus prigment, siu est une mesure quelconque sur un espace mesyiahfy et si une fonctiorf admet
une inégrale/ fdpu, pour toutA € & la fonction f1 4 admetegalement une iggrale (exercice : pourquoi ?), et on utilise
les notations(, fdu ou [, f(z)p(dx) au lieu def(f14)du. Lorsque de plug: est la mesure de Lebesgue giron
écrit aussif, f(z)dx au lieu def, f(x)A(dz). SienfinA = [a,b] on 'ecriraf;' f(x)dz, méme sif n'est pas inégrable
au sens de Riemann.
Noter qu'il existe beaucoup de fonctions qui sonégriables au sens de Lebesgue, mais pas de Riemann ; par exemple
lindicatrice f = 1gn[o,1] de I'ensemble des rationnels ffe 1] est mesurable (et en fétage), inegrable et d'inégrale
nulle, mais elle n'est pas Riemannégtable.

Passons maintenant auxégtales “sutR tout entier” : on peut éfinir sous certaines conditions I'egrale impropre
[ f(z)dz au sens de Riemann, comme la limite deggnales de Riemanff f(z)dx lorsquea — —oo etb — +oo.
La situation est en fait analogue celle des &ries (ce n’est pas un hasard : on a vu que la somme dere ast
en fait I'intégrale d’'une fonction sulV relativementa la mesure de comptage, qui est I'exact analogue de la mesure de
Lebesgue) : la fonctiorf (pour le moment continue par morceaux, mais cela s’applicutrates les fonctions Riemann-
integrables sur chaque intervalle berfn, b]) est inegrable pour la mesure de Lebesgue (i.e. appaigl( R, R, \))
si et seulement si I’irii:tgralefifoO f(x)dx estabsolument convergenfee qui signifie queff:f |f(x)|dx < o0), et dans
ce cas les irigrales au sens de Lebesgue et de Riemaimtident etgalent la limite deffn f(x)dx quandn — oo.

Remarque sur la terminologie : Soit A un boglien delR. On munit A de la tribuR 4 des parties ddR qui sont
boréliennes et contenues daAgcette classe de parties @idemment une tribu, et c’est aussi I'ensemble des parties de
A qui, consi@rées comme parties dB sont boéliennes).

Il sera commode dans la suite d’appeler “mesure de Lebesgud Sua mesure surfA, R 4) définie pour tout
B € R paru(B) = \(B) (le lecteur comparera cette mesure avec la restrictigrde A a A). La mesure ainsi&finie
sera nate habituellement, comme si orétait sur I'espaceR tout entier. Remarquer qu, f(z)dz ou [, f(z)A(dx)
(notations du dbut de la page) signifie alors aussi légtale def (consicrée comme fonction sud) par rappor& la
mesure de Lebesqgue sdr: toutes ces notations et cette terminologie sont donéreties.
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Le méme abus de terminologie s’applique pour la mesure de Lebesgiié’sou sur une partie bétienne delR?.



Chapitre 3

Int egration : quelgques compéments

Ce chapitre est consdxa divers com@ments au chapitre 2. Ces com@plents tournent autour des ensembles dits
“négligeables” et d'uneé&réralisation assez anodine de légration telle qu’elle est expes au chapitre piedent, et
autour des certaines applications assez faciles mais importantésdntie de convergence dorém Dans le paragraphe
1 ci-dessous, outre la notion importante d’ensemBplgligeable, on introduit celle de tribu corgfile qui est nettement
moins importante.

3.1 Ensembles agligeables et comgdtion de tribus

1) Les ensembles @gligeables : Donnons nous un espace mesurable quelconfuyé), muni d'une mesure

u. Un élementA de £ est ditu-négligeable siu(A) = 0. A certainségards il est naturel de dire aussi que tout sous-
ensembleB de A estu-négligeable, qu'il appartienn@& ou non : par exemple suR muni de la mesure de Lebesgue,
toute partie d’'un bdlien de “longueur” nulle est naturellement quélifiussi d’une longueur nulle. Cela condaila
définition suivante :

Définition 1 Une partieB de F est diteu-négligeable(ou negligeable par rappot i, ou simplement
négligeable s'il n'y a pas d’ambidté quant la mesure:) s'il existe un ensembld € £ tel queB C A et
quep(A) = 0.

De plus, une propéit P relative aux points dé& est ditevraie p-presque partousi le compémentaire de
I'ensemble des points ou elle est eali€e esju-négligeable ; en aldige onécrit : P est vraieu-p.p. O

Par exemple, sf etg sont deux fonctions suf, on dit quef = g u-p.p. sil'ensembld f # g} est regligeable, ou
quef < g p-p.p. sil’ensembld f > ¢} est regligeable, etc. .. St et B sont deux parties d&, on écrit aussi par abus
de notationd = B pu-p.p. (respA C B u-p.p.) lorsque I'ensembld A B est regligeable (resp. I'ensemblén B¢ est
négligeable), ce qui revient aussdire quel 4 = 1 p-p.p. (respla < 1g p-p.p.).

Exemples :

1) Supposons que la trikticontienne les singletor{s:}. Si i est la mesure de Dirac au poine E, un ensemblel
estu-négligeable si et seulement s'il ne contient pggn effet le plus grand ensemble denesure nulle qui soit
contenu dang est le compm@mentaire{a}°). Noter que cette propte est vraie quelle que soit la trilsuicontenant
les singletons (ou Bme, quelle que soit la tribfl contenant le singletofu}).

2) Si la tribu est engenée par une partition finie ouéthiombrable(A;);c;, une partie de est regligeable si et
seulement si elle est contenue danslanionU;¢c ; A;, ol J est 'ensemble des indicépour lesquelgi(A;) = 0.

3) Sip estlamesure nulle, toutes les partiedtsont regligeables ; cette mesure est clairement la seule pour laquelle
E lui-méme est agligeable.

Voici quelques propétes simples de la clasgé des ensemblesegligeables :
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Proposition 2 La classe\ vérifie les proprétes suivantes :
DeN, 1)
BCA, AeN = BeN, 2
A; e N Viel, I finioudéenombrable = Uierd; €N, (3)
A; e N Viel, I quelconque = NicrA; € N. (4)

Preuve (1) estévident puisqud) € £ et () = 0. SiA € Nilexiste A’ € £ tel queA C A’ etu(A’) = 0 par
définition. Si alorsB C A on a aussB C A’, et on en éduit queB € N : d'ou (2).

Pour les deux autres proptés, remarquons que pour chaqueexiste B; € £ avecu(B;) = 0 et A; C B;. Par
suite ;e A; C B; pour n'importe quelj € I, de sorte qu'on a4). On a aussu;erA; C U;erB;; si I est fini ou
denombrabley;c; B; est dan et de mesure nulle (cf. (17)), de sorte qu'on a3). [J

Il découle imnédiatement de3) ci-dessus que

f=f p—ppetg=g ppp. = f+g=f+g¢ p—pp, af =af p—p.p. (5)

Supn f’n = Supn gTL :u - pp

inf, f, =inf, g, u—p.p. (6)
lim sup,, f, = limsup,, gn © — P.p.

liminf, f, =liminf, g, u— p.p.

fn:gn /J_p-p-vneﬂv =

2) La tribu compl étée :Par dfinition, on appellaribu compkteede £ par rapport 1. la tribu engendee par la
réunion€ U .
Voici d’abord une description de cette tribu coretpk :

Proposition 3 La tribu compétee de€ par rapporta i égale chacune des trois classes suivantes de parties
deFE:
a) La classe des partied de E pour lesquelles il existe de@tementsB et C' de& avec

BCACC, w(C\B) = 0. @
b) La classe des partied de E pour lesquelles il exist® € £ et N € A avec
A = BUN. 8
c) La classe des partied de E pour lesquelles il exist® € £ avec

A=B p—pp. (.eAABcN). 9)

Preuve SoitF la tribu compétee ; notons4, B etC les classes de partieédtites dans (a), (b) et (c)/)implique que
N = A\B estdansV, donc on a aussBj : par suited C B. Sion a g) il vient AAB C N, donc on aaussbfetB c C.
SionagQ)ilexisteD € £ aveCAAB C Detu(D)=0:sialorsB’=BnD¢etC’ =BUDilvient B C A cC C’ et
B' €&, C'e&etC’'\B' C D,doncu(C’\B’") =0:0nadoncT), de sorte qué€ C .A. Donc finalemen4 = B = C.
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Il est clair queB C F, et que€ C B (prendreN = @) dans 8)) et V' C B (prendred = @ dans 8)). Il reste donca
prouver queB = C est une tribu.

QueE € C estévident. SiA vérifie (9) avecB € &, alors A€ vérifie aussi §) avec B¢ (puisqueA°AB¢ = AAB),
tandis queB© € £ : donc A¢ € C. Si enfin lesA,, vérifient @) avec lesB,, € £, etsiA = U, A, etB = U,B, ona
B e &, etAAB C U, (A, AB,); cette derrére eunion est dand/ en vertu de §), doncégalementAA B en vertu de
(2) : par suiteA € C. Cela ackve de prouver qué est une tribu.[]

Proposition 4 Soit F la tribu compktee de€. Une fonctionf sur E & valeurs dansR ou dansiR est
F-mesurable si et seulement si 'une des deux condiopsvalentes suivantes est satisfaite :

a) Il existe une fonctiorf-mesurablef’ telle quef = f’ p-p.p. (i.e. 'ensemble f # f'} estpu-
négligeable).

b) Il existe deux fonctionS-mesurableg eth telles que

g<f<h g=hpu-pp (10)

Preuve On a (b}=-(a) : prendre par exemplg = g ou f’ = h.

Supposons (a). Pour toute R, on a{f < x}A{f <z} C {f' # f}, donc{f < z}A{f’ <z} € N. Comme
{f’ <z} € € envertu de I£-mesurabilie def’, on obtient{ f < =} € F par la proposition frccdente. Cedktant vrai
pour toutz € IR, il suffit d’appliquer la proposition Z-pour obtenir quef estF-mesurable.

Il restea montrer que sf estF-mesurable on a (b). Pour cela on coisalla classé/ de toutes les fonctiong
a valeurs dandR, et qui \erifient (b). Cette classe est stable par additionf, §f € U/ sont assoéies respectivement
aux couplegg, h) et (¢’, h') par (L0), on peutévidemment supposer qge> 0 etg’ > 0; alorsg + ¢’ eth + A’/ sont
E-mesurableset+¢' < f+f <h+het{g+g <h+h} C{g<hU{g <n} doncu({g+g <h+h'})=0,
de sorte qu'on a biefi + f’ € U. La classé( estégalement stable par multiplication par une constante positieengn
démonstration), et aussi par limite croissante : supposons qUg,lgs-1 soient dang/ et croissent verg ; soit(g,,, h.,)
le couple assoéia f,, par (L0); les fonctionsy = sup,, g, eth = sup,, h, sont€-mesurables (proposition &-; on a
clairementy < f < h;enfin{g < h} C U,{g» < hy}, qui est regligeable par3).

Remarquer que toud € F vérifie (7) :onadoncly < 14 < 1g etlg = 1¢ p-p.p., de sorte qué, € U. En
utilisant les propites prouges ci-dessus on eduit quel/ contient toutes les fonctions de la forfé"_, a;14, pour
a; > 0etA; € F:endautres termeg/ contient toutes les fonctiong-mesurablegtagees positives. A cause de la
stabilite del/ par limite croissante, et en utilisant le lemmé&2-on voit quel/ contient toutes les fonctiorfs-mesurables
avaleurs danf? . (d’apres ce qui est morérau dtbut de la preuve/ est en fait exactement 'ensemble de ces fonctions).

Il restea examiner le caslof estF-mesurable de signe quelconque. D&pce qui pecede il existe deux couples
de fonctions€-mesurablesg’, h') et (¢”, h") tels qued < ¢’ < f* < h'et0 < ¢”" < f~ < I’ etqueg = f' u-p.p.
etg” = 1" p-p.p.; noter qu'on peut toujours remplagef par la fonction€-mesurableh'" 1,y (car sig’ > 0 on a
/T >0,doncf~ = 0), ce qui revient supposer quk” = 0 sur{g’ = +oco}, et on peut de @me supposer que = 0
sur{g’ = +oc}. Les fonctionyy = ¢’ — b eth = b’ — ¢’ sont€-mesurables etérifientg < f < hetg=h p-p.p.:
donc vérifie (10), et la preuve est termie. [

3) Extension de la mesure la tribu compl étée : On va maintenaréitendre la mesure a la tribu compétee
F de& par rapporta . On va commencer par un lemme qui seraehané plus loin.

Lemme 5 a) Si A et B sont deux partie§-mesurablesérifiant A = B p-p.p., on au(A) = u(B).
b) Si f et g sont deux fonction§-mesurablesé&rifiant f = g u-p.p., alorsf admet une iréigrale (resp. est
intégrable) si et seulement giadmet une irétgrale (resp. est iggrable), et on a alor§ fdu = [ gdp.

Preuve CommeA = B u-p.p.équivauta dire quel 4 = 1 u-p.p., (2) &coule de (b) appliea f = 14 etg = 15.

Commef = g u-pp. impliquef™ = g* u-pp. etf~ = g~ p-pp., il suffit clairement de montrer que iet g sont
positives, on g fdu = [ gdu. Mais sih est la fonction qui vaut-co aux points @ f # g et qui vautd la all f = g, on
af < g+ h, tandis que le fait qué soitétagee avec deux valeufset+oco conduita [ hdu = +oo x p({f # g}) = 0.
Donc [ fdu < [ gdpu, etl'inégali€ inverse se montre de la&me margre. O
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Proposition 6 Pour toutA € F la formule
W (A) = n(B) si A=BUN avecBe€& et N e N. (11)

définit un nombre:’ (A) qui ne cépend pas de la&tompositiomd = BUN choisie dans11). L'application
A — p/(A) de F dans IR, définit une mesure/ sur (E,F) qui est une extension de au sens 0
W' (A) = u(A) si A € £. Cette extension est I'unique extension possible deF, et on I'appelle la mesure
competée.

Preuve SoitA = BUN = B’ U N’ deux cecompositions del € F avecB,B’ € £ et NN’ € N. Comme
BAB' ¢ NUN'etcommeN U N’ est regligeable, donc contenu dansdre £ avecu(C) = 0, on au(BAB') = 0,
ce qui impliquen(B) = p(B’) : ainsi la formule (1) ne cepend pas de laédomposition choisie pout.

Il est clair quen/(A) = u(A) si A € €, eten particulieg/(#) = 0. Pour montrer qug’ est une mesure il reste doac
prouver las-additivite. Soit une suitéA,, ),,>, d'éléments deF deuxa-deux disjoints, de&tompositionst,, = B,,UN,,
avecB, € £ etN, € N.Onau, A4, = (U,B,) U (U,N,), etU, B, € &, etU,N,, € N, et enfin lesB,, sont aussi
deuxa-deux disjoints : on a donc

1 (UnAn) = p(UpB,) = Zﬂ(Bn) = Zﬂ/(An)~

Soit enfiny”” une autre mesure st qui étendu. SiA = BU N estdansF, avecB € £ etN € N, il existeC € £
avecN C Cetu(C)=0.CommeB C A C BUC ilvient

w(B) = p'(B) < p'(A) < p"(BUC) = w(BUC) < u(B)+ u(C) = u(B),

de sorte que’(A) = u(B), quiégaley’(A) par (L1), doncy” = /. O

Voici maintenant uné&sultat qui contient I'aflioration promise du lemme:

Proposition 7 a) La classe des ensemblégtigeables pouy’ est la néme que la class&” des ensembles
négligeables pour..

b) Si f est une fonctiorF-mesurable, pour toute fonctiofrmesurableg égaleu-p.p.a f (il en existe
d’'apres la propositiond), on a quef admet une irééigrale (resp. est ii@grable) par rapporta ' si et
seulement sj admet une iréigrale (resp. est iggrable) par rapporti ., et dans ce cag fdu' = [ gdp.

Preuve a) Il est clair que la class&” est contenue dans la class€ des ensembleg’-négligeables. Inversement si
A€ N'ilexiste B € F avecA C B ety/(B) = 0; mais (L1) implique alors queéB = C U N avecN € N etC € € et
u(C) = 0:onadoncaussi’ € NV, doncB € NV '; doncA € A (appliquer la propositiog) : il s’ensuit queN = N”.

b) Commey’ est une extension de on a clairement qu’une fonctiaftrmesurable; admet une iréigrale (resp. est
integrable) par rappoét 1. et et seulement si c’est la cas aussi par rapppft et on a alory gdy’ = [ gdp. Par ailleurs,
(a) impligue qu’une propété est vraigu-p.p. si et seulement si elle est vraiep.p. : la partie (b) dcoule alors du lemme
5 appligie a la mesure: eta la tribuF. O

Cette proposition montre gu'il ne sestrien de “compdter” la tribu F par rapporta la mesure.’ : en effet les
ensembleg/-négligeables sont contenus dafisde sorte quer est sa propre comgiée.

Notation : Commey’ est 'unique extension de a la tribuF, et comme les irigrales des fonctiors-mesurables sont
les mémes par rappotet . ouay/, il est habituel de noter encofela mesure pgcedemment appeey’. O

Exemples :
1) Supposons que = ¢, soit la masse de Dirac en et que la triblf contienne le singletofie}. On a vu qu’une
partie deF est regligeable si et seulement si elle ne contient pas le poiba tribu compétee F est alors la tribu
F = P(FE) de toutes les parties dg, et la mesure compieey’ est la masse de Dirac @n(mais, maintenant, sur
I'espace mesurablgZ, P(E))).
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2) Supposons quér, £) = (IR, R) soit muni de la mesure de Lebesguel.a tribu compétee F de R s’appelle la
tribu de LebesgueElle est strictement plus grande que la tribuédi@nne, mais elle est strictement plus petite que
la tribu de toutes les partig3(IR).

4) Nous allons terminer ce paragraphe avec quelgéssltats en rapport plus ou moins proche avec les ensembles
négligeables. Commencons par un lemme qui, connu sous lahioagalit de Bienayi@Tchebicheffest utile dans de
nombreuses applications. Dans ce qui suit on cémsitlespace mesar( £, £, 1), mais on pourrait tout aussi bien se
placer sur I'espace “comge” (E, F, 1').

Lemme 8 Si f est une fonction mesurabdevaleurs dandR, on a pour toutz €0, ool :

u(lifl = a)) < ¢ [ Isldn 12)

Preuve. La fonctiong = aly|s >4y Verifieg < |f|, donc [ gdu < [|f|dp. Comme[ gdu = ap({|f| > a}), onen
déduit immédiatement2). O

Corollaire 9 Si f est une fonction mesurabdevaleurs dansR, intégrable, alors I'ensembl§| f| = +oo}
est regligeable(i.e. on a f| < +oco u-p.p.).

Preuve On au({|f| = +oo}) < u({|f| > n}) < L [|f|du par (L2). Comme[ | f|du < +oo0, il suffit de faire tendre
n vers l'infini pour obtenir le gsultat. (I

Pour bien comprendre césultat, il faut noter que si la fonctiofi est inegrable, elle n’est pastoessairemerd
valeurs finies : modifief (par exemple remplacer les valeursfipar+oc) sur un ensembleagligeable n'akre pas son
intégrabili€.

Corollaire 10 a) Si(f,)»>1 est une suite de fonctions mesuraliesleurs dansi.. etsid_, [ fadu <
oo,onay; f, < oo u-p.p.

b) (Lemme de BOREL-CANTELLI) Si (A,,),>1 est une suite de parties mesurables(de &) vérifiant
Yo M(Ay) < oo, alors pu(limsup,, A,) = 0.

Preuve. a) D'apes le corollaire 217, la fonctiong = 3 | f,,| est inégrable, et il suffit donc d’appliquer le corollaite
b) L'assertion @écoule de (a) applicta la suitef,, = 14, : d'une parton g f,du = u(A,); d'autre partlimsup,, 4,, =
{3, fo=+o0}. O

Proposition 11 Si f est une fonction mesurabdevaleurs dandR, on a I'equivalence :

f=0p—pp. < /Ifldu=0- (13)

Preuve Sif =0 p-p.p., onaaussif| = 0 p-p.p., doncf |f|dp = 0 par le lemmes. Siinversementf |f|dp = 0,
le lemme8 implique x({|f| > 1}) = 0 pour toutn, et comme{|f| > L1} croit vers{f # 0} on en dduit que
u({f #0}) =0,doncf =0 p-p.p. O
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3.2 Theoreme de convergence domee : la version cfinitive

Nous allons donner maintenant les versiongfittitives” du tleoeme de convergence doréimde Lebesgue et du
lemme de Fatou. On se place toujours sur un espace &dsuf, u).

Théoréme 12 Soit(f,,),>1 une suite de fonctions mesurabéesaleurs dansR.
a) Sig est une fonction igrable, on a les implications :

IN

fn>9 n—pp. ¥Yn = /(lim inf f,)du lim inf /fndu. (14)

Y

fm<g p—pp. ¥n = /(limsup frn)dp limsup/fndu. (15)

c) S'il existe une fonctiop intégrable telle quéf,| < g u-p.p. pour toutn, et si la suite( f,,) converge
u-p.p. vers une limitg (ce qui veut dire qug est une fonction telle que I'ensemble derifiant f,, (x) —
f(z) est de com@mentaire Bgligeable), alors

/ Fodp — / fdu. (16)

Il faut remarquer, dans la situation de (c), qugdy. a bien un sens. En effet, si on pose par exerhptelim sup,, f;,,
la fonctionh est mesurable, et onja= h p-p.p.; donc d'apés la propositiort la fonction f est mesurable par rapport
ala tribu compétee def, et donc( fdu = [ hdp par la propositiory avec 'abus de notation qui consisteoter encore
u I'extension deu a la tribu compdtee.

Preuve Pour (a), consigronsN = U,{f, < ¢}, et soitf/, la fonction cfinie parf)(z) = g(z) siz € N et

[l (z) = fu(z) sinon. On af}, > g, donc 2-81) implique [ liminf,, f;dp < liminf, [ f,du. En dehors de I'ensemble
négligeableN on af, = f, etliminf, f, = liminf, f, de sorte quef f,dp = [ f.dp et [liminf, f,dp =
[ liminf,, f/ du par la propositiory, d’ou (14).

(15) se montre de la Bme marére. Pour (b) la preuve est diéme type : soit = limsup,, f,, eth’ = liminf,, f,,
puisN = (U.{|fn| > g}) U {h' < h}, puis les fonctions mesurabl¢s et ¢’ définies parf) () = ¢'(z) =0siz € N
et f/(z) = fu(z) etg'(z) = g(z) sinon. On af, = f, etf = h ety = g en dehors de 'ensembleégligeableN,
doncy’ estinégrable etf f,du = [ fldupet [ fdu = [ hdu. Enfin|f)| < ¢’ et f, — h, donc (L6) découle de 2%3)
appligie a la suitef!. O

Exemples :

1) On afo1 nre "*dr — 0 quandn — oo : cela se erifie en calculant explicitement cette égrale, mais on
peut aussi appliquer le #o®me de Lebesgua la mesure de Lebesgue sUR, R) et aux fonctionsf,, (z) =
nxe” "1 q)(x), qui convergent ver8 et erifient0 < f,, < 119 4}, alors que la fonction, ;; est inegrable par
rapporta la mesure de Lebesgue.

2) On afol na2e~""dz — 0 : un calcul direct n’est pas possible, mais on peut appliquerderime de Lebesgue

a la mesure de Lebesgue R, R) et aux fonctionsf,,(z) = m:Qe—””Ql[O’l], qui convergent ver8 et verifient
0< fn <1

Corollaire 13 Soit(u, ;)n > 1,7 > 1 une double suite deels. Si d'une part,, ; — v; pour touti lorsque
n — oo, si d'autre part|u, ;| < w; pour toutn, avec) ., w; < oo, alors pour chaque: la série ) ", uy, ;
est absolument convergenteliet,, Y . u,; = Y, ;.

Preuve La premere assertion e§tvidente, et pour la seconde il suffit d’appliquer ledeme de Lebesguela mesure
de comptage: sur IN* muni de la tribu de toutes les parties et aux fonctign&) = w,, ; : ces fonctions convergent
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simplement verg (i) = v; et vérifient|f,,| < g pour la fonction positivey(¢) = w;, qui est inégrable par rappo#
puisque gdp =Y, w; < oo. O

Ce corollaire est appelthreoeme d’inversion de la somme et de la limite pour leses. Par ailleurs le &oeme
de Lebesgue permet de justifier dans certains cas l&g@gate “cerivation sous le signe somme” pour lestigitales de
fonctions @pendant d’'un paragtre.

Proposition 14 (Continuit &€ et cerivation sous le signe somme)Soit une fonctiory del x E dansiR,
ou I est un intervalle ddR. On suppose que pour chaque I la fonctionz — f(t, z) est€-mesurable.
a) Si d’'une part pour tout € T on a|f(t,z)| < g(x) pour toutz en dehors d'un ensemblégligeable et
pour une fonction iréigrableg, et si d’autre part la fonctiom — f(t, x) est continue e = ty pour toutx
en dehors d’'un ensemblégligeable, alors la fonction(t) = [ f(¢, z)u(dx) est continue au poirtt= ¢.
b) Supposons de plus gu’en dehors d'un ensemhjegeable Iafonct|om — f(t,x) soit cerivable surl et
que%f(t, x)| < ¢'(x) pour une fonction irégrableg’, alors la fonctionh définie ci-dessus esédvable

surl, et sa @rivee est/ 2 f(t, x)u(dz).

Preuve Noter d’abord que I'hypotse|f(¢,.)| < g p-p.p. entraine que pour chaquka fonction f (¢, .) est inégrable,
donch est bien éfinie. Pour (a) il suffit de montrer que si une s\ig) de points dd tend vergy, alorsh(s,) — h(t) :
cela provient du ttoeme de Lebesgue appligg la suitef,, (z) = f(sn, ).

Pour (b) il suffit de montrer que si une suitg,) de points dd tend verg, avecs,, # t pour toutr, alors
converge versf %f(t, x)u(dx) (cette derrére inegraleétant bien éfinie, au vu de la condition de majoration de la

dérivee). Pour cela on applique Iegitbveme de Lebesguela suitef,, (x) = fon)=fta) qui converge ver%h(t, x),

Sp—t

en remarquant que d’ags le tleoeme des accroissements finis offd < ¢'. O

h(sn)—h(t)
Sp—t

Exemples :1) Soitg borélienne borée surlR, . La fonctionh(t jO x)dx est bien éfinie, et in@finiment
dérivable sur]0, oo[ : cela se voit par applicatiorepette de Ia proposition pnedente, aved =|a,oc0[ poura > 0
arbitraire (si on montre quk est inckfiniment erivable sur tout intervallé de la forme ci-dessus, on aura bidir-fa
méme prop@te sur]0, ocol).

De manere plus pecise soitf(t,z) = e " g(z)1j, (), qui est in@finiment erivable en: avec%f(t,m) =
(fx) e*mg(z)l[o(n( x); pour toutn € IN on a donc| g; ft,z)| < gn(x) pourt € I, avec la fonctiory, () =
ane” “1jg, o[ POUr une constante convenablg (c’est pour cela qu’on se limite aux intervalléset qu'on ne peut pas
faire directement la preuve slir, oo[ entier) ; chaque fonction,, est ineégrable par rappoé la mesure de Lebesgue sur
IR. On montre alors pagécurrence su, a I'aide de la propositiofi4, queh estn fois dérivable et que saéttivee d’ordre

nest[;"(—x)"e " g(z)dx.

2) Soit(uy,)n>1 des fonctions @rivables sur l'intervalld de IR, avec des @rivées erifiant|u), (x)| < v,, ol v,, est
le terme @réral d’'une @rie convergente. Supposons ausselaesde terme gréralu,, (y) absolument convergente, pour
un pointy de. La sommeS(x) = > u,(z) est alors biené&finie pour toutr, et la fonctionS est cerivable, de érivee
S'(x) = X, uy(@).

Pour \érifier ceci, on applique la propositidat & la mesure de comptagesur E = IN* et aux fonctionf (¢,n) =
un(t). O

3.3 Les mesures avec densit

Lorsqu’on dispose d’une mesuresur un espacér, £), la proposition suivante fournit uneéthode permettant de
lui associer toute une famille d'autres mesures :
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Proposition 15 Si g est une fonction positive mesurable, la formule
v(A) = / gdp  (ce quiveutdire/(A) = [(gla)dp) VA€E a7
A
définit une nouvelle mesuresur (E, £) : la fonctiong s’appelle la densitdev par rapport i, et la mesure
v estaussi n@er = g e u.

De plus une fonction mesurabfeadmet une iréigrale (resp. est iggrable) par rapporé v si et seulement
si le produit f g admet une iréigrale (resp. est igrable) par rapport i, et on a alors

[ v = [oin. (18)

Preuve On a clairement(f)) = 0, et lac-additivite der découle du fait que si led,, sont deuxa-deux disjoints on a
1u,4, =, 1a, etdu corollaire 27.

Quanta la seconde partie de la proposition, elezdule imnédiatement de la formulel§) lorsquef est positive.
Il reste donca montrer que la classé des fonctions mesurables positivevérifiant (L8) contient toutes les fonctions
mesurables positives.

D’abord, lorsquef = 14, (18) n'est autre quel(7) : ainsi, .4 contient les indicatrices d’ensembles mesurables. Par
“lin éarie” (cf. (i,ii) du theoeme 216) on en eduit queA contient les fonctions de la form}e ", a;14, pourn € IN*,
a; > 0etA; € &, c'esta-dire contient les fonctions mesurab&tages positives. Enfin d'&s (iv) du tleoeme 216
A contient les limites croissantes de foncti@iagees mesurables positives, c'@sthre toutes les fonctions mesurables
positives.

En particulier si(E, £) = (R%, R?) et siy = A4 est la mesure de Lebesgue, la mesum®nstruite ci-dessus est
appekela mesure suiR? de densk g.

Exemples :

1) SiI estunintervalle déR, la restrictiora I de la mesure de densit; est ce qu’'on a appela mesure de Lebesgue
sur! ala fin du chapitre 2.

2) La mesure suiR de densi g(x) = Gefeml[om[(:c) s’appelle la loi de probabift exponentielle de paratred :
c’est une mesure de probalfljitc’esta-dire une mesure de masse totgalea 1 puisquefoOO fe %*dx = 1. Plus
géréralement, toute mesure sirde densi g vérifiantv/’f;o g(x)dxz = 1 est une mesure de probal#lit

3) Revenons au cas d'un espace mésyuelconquéF, £, 1), et soitg et h deux fonctions mesurables positives sur
E. On \érifie immédiatement qué e (g e ;1) = (gh) e .

3.4 Les fonctions ineégrables au sens de Riemann
On va terminer ce chapitre en montrant que les fonctioregnables au sens de Riemann, sur un intervalleéorn

I = [a,b] de IR, sontégalement iréigrables au sens de Lebesgue. Ces fonctions ne sonégassairement beliennes,
et il faut donc prendre quelquesgmautions. De maare pécise, on a leésultat suivant :

Théoreme 16 Soit f une fonction borée sur l'intervallel = [a, b], intégrable au sens de Riemann. Elle
est alors mesurable par rappoétla tribu de Lebesgue (i.e., la tribu congtie de la tribu boglienne par
rapporta la mesure de Lebesgue), et soregrale de Riemann eégalea I'intégrale de Lebesgue dd ;
par rapporta la mesure (complée de la mesure) de Lebesgue.

Preuve Pour chaquen on consi@re la subdivisiom = t(n,0) < t(n,1) < ... < t(n,2") = b de[a, b] définie par
t(n,i) =a+ (b—a)i2~" pouri =0,1,...,2". On pose

u(n,i) = inf(f(x):t(n,i—1) <x < t(n,i)),
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v(n,i) = sup(f(z):t(n,i—1) <z <t(n,i)),
b—a e b—a e
I_(n) = 5 Zu(n,i), Ii(n) = Zv(n, i).
i=1 i=1
Commef est Riemann-irigrable, on sait que les deux suitds (n),>1 et (I;(n)),>1 convergent vers lirégrale de
Riemannf; f(x)dz.
Par ailleurs, consigrons les fonctions béliennes suivantes :

u(n,1)  si t(n,0) <z <t(n,1)

gn(z) = u(n, ) si t(n,i—1) <ax <t(n,i) eti=2,3,...,2" |
0 Siz<aouz>b

v(n,1)  sit(n,0) <zt(n,1)

hn(z) = < v(n,i) Si t(n,i—1) <z <t(n,i) eti=2,3,...,2"

0 Siz<aouz>bh

On a bien-ér g,, < f < h,. Par ailleurs la suitéy,,) est croissante et la suifg,,) est cecroissante : on notgeth leurs
limites respectives, qui sont @iennes et rifientg < f < h.

Si M désigne la borne s@pieure de f| et sik(z) = M1, (), on alg,| < k et|h,| < k, etk est inégrable par
rapporta la mesure de Lebesgue. Donc ledleme de Lebesgue implique qlie(n) et (n) convergent respectivement
vers [ gd) et [ hd), qui sont donc toutes delbgalesa I'integrale de Riemanﬁ; f(z)dz (on ne peut pas appliquer
directement le thoeme de convergence monotone ici, car les fonctigrsesp.h,,) ne sont pas@cessairement positives
(resp. regatives)). Donc la fonction positive— g est d’'inegrale nulle, etX3) implique queg = h A-p.p. Il suffit alors
d'utiliser les propositiong et 7 pour obtenir le esultat. (]



Chapitre 4

Produits de mesures

Le cceur de ce chapitre est congaxta cEfinition du produit de deux (ou de plusieurs) mesures, ce qui va permettre la
définition des ingégrales “doubles” ou “multiples”. Auparavant il nous faut revenir sur les fondements deolaetile la
mesure : plus f@tiement, nous @&veloppons des cétes d'unicié tres utiles et dont le prototype est le suivant 1 @st
une mesure syrR, R) telle queu(]a, b]) = b — a pour tout intervalle bor@]a, b], alorsy: est la mesure de Lebesgue. La
construction proprement dite des mesures estdais®e cdt, et le lecteur iriresg pourra consulter I'un des nombreux
livres de tteorie de I'inegration pour ce sujet.

4.1 Quelques Esultats d’unicité

1) Ci-dessous(E, £) désigne un espace mesurable quelconqueételtat essentiel de ce paragraphe est le suivant :

Théoreme 1 Soit . et v deux mesures syF, &), etC une classe de parties dg vérifiant les proprétes
suivantes :

(i) latribu engendée parC est&;

(i) p(A) =v(A) < oo pourtoutd € C;

(iii) la classeC est stable par intersection finie (i.d,B€C = ANBe();
(iv) il existe une suite croissan{é,,),,>1 d’élements d€ telle queE = lim,, E,,.
Les mesureg etr sont alorségales.

Noter que (i) et (iv) impliquent que les mesure®t v sonto-finies. En vue de prouver ceébeme nougnongons
d’'abord un lemme qui sera utiéplusieurs fois dans la suite et qui concerne la notion suivante : Une Elads@arties
de F est appdie un)\-sysemesi elle \erifie les deux propéites suivantes :

A BeD, ACB = B\AeD, Q)

(Ap)p>1 estune suite croissantedlments d&© = U, A, € D. )

L'intersection d'un nombre quelconque desyseémes est urk-syseme (\erification imnédiate), et le\-syseme
engende par une classgl de parties dé” est par @finition le plus petit\-syséme contenantl (= I'intersection de tous
les A\-syskmes contenantl). Le lemme suivant est souvent app&heoreme des classes monotones plubt il s’agit
d’une des versions de ceabieme.
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Lemme 2 Si C est une classe de parties d&stable par intersection finie et contenafitlui-méme, le
A-syséme engendrparC est aussi la tribu engende parC.

Preuve Soit€ (resp.F) la tribu (resp. lex-syseéme) engenére paiC. Comme toute tribu est uk-syseéme, on & C €&,
et pour montrer I'inclusion inverse il suffit de prouver géeest une tribu.

Pour toutC' € C on noteG¢ la classe dest € F telsqueANC € F. Comme(B\A)NC = (BNC)\(ANC)
et(Up4,) N C = U,(4, N C), il est clair queG est uni-syseme.C étant stable par intersection, o€aC G, donc
Ge = F par cefinition meme deF.

Pour toutF’ € F on noteH i la classe dedl € Ftels queA N F' € F. Exactement comme ci-dessus on voit Glie
est uni-syséme. De plug C H (en effet siC € C, etcommeF € F = Go,onaF NC € F), de sorte quéty = F
par cefinition deF.

Ce qui pécede implique que pour tou$, B € FonaA N B € F. Parailleurson & € C C F, donc () implique
que siA € Fonaaussi® € F : ainsi,F est une algbre. Pour montrer que c’est une tribu, il reste d@nwontrer quer
est stable pa&union &énombrable. Mais si leB,, sont dansF on a vu (puisqué” est une algbre) qued,, = B;U... B,
est dansF, de sorte que?) entraineU,>1 B, € F, et cela achve la preuve qué est une tribu.CJ

Preuve du theoremel. Notonsu,, ety,, les restrictions dg etr a E,, : rappelons par exemple que (A4) = p(ANE,).
Vu le theoeme 144, on ap(A4) = lim,, p,(A) etv(A4) = lim,, v, (A) pour toutA € £ : il suffit donc de montrer que
Un = Vn POUr toutn.

Dans la suite, on fixe.. Pour toutdA € C on aA N E, € C par (iii), doncp,(A) = v,(A4) < co. On a aussi
pn(E) = v, (E) < oo, puisqueENE,, = E,, € C: end'autres termeg,, (A) = v,(A4) < oo pour toutA dans la classe
C' = CU{E}. Par ailleurs la class€ engendre la tribd et est stable par intersection.

SoitD la classe desl € £ tels queu,,(4) = v,(A) (rappelons que est fixe). Cette classeérifie (1) car on peut
écrirep, (B) = un(A) + un(B\A) par additivie, doncu,,(B\A) = 1, (B) — un(A) puisque la mesurg,, est finie, et
on a des relations analogues poyr, elle vérifie (2) car on au,,(U,A4,) = lim, 1, (A,) et une relation analogue pour
v,,. Par suiteD est un\-syséme, qui contient’. En vertu du lemme, et commeD C £ par construction, on a en fait
D = &, ce quiveut dire que,(A) = v, (A) pour toutA € &, et par suites,, = v,,. O

Comme prengre application de ceesultat on obtient I'unicé de la mesure de Lebesgue dans |é€ofmes 119
et 120 : en effet toutes les mesures candidat@sre la mesure de Lebesgue prennent &ma valeurs finie pour tout
élementA de la class€ des rectangles bogs, et cette class&kifie (i) (par cefinition des bogliens), (iii) et (iv) ci-dessus.

Voici une autre application :

Corollaire 3 Soitu etr deux mesures-finies sur(E, £). Si elles cincident sur une akgbre engendrant
la tribu &, elles songgales.

2) Les fonctions de Epartition : Dans ce sous-paragraphe nous introduisons une notion relative aux mesures sur
IR. Elle est particukrement utile pour les probabé#, et nous commencgons par ce cas.

Définition 4 Lafonction de epartitiond’une probabilié i sur IR (i.e. une mesure de masse tota(dR) =
1) est la fonctionF" sur IR définie par

F(x) = p(] — oo, x]). 3
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Proposition 5 La fonction de epartition ' d’'une probabilié i sur IR vérifie les proprétes suivantes :
F est croissante et continaedroite,

4
limgq400 F(z) =1, lim,|_o F(z) = 0.

De plus, en notanf'(z—) la limite & gauche deF" au pointz, et avec les conventions(—oco) = 0 et
F(+o00—) = 1 (naturelles au vu def), on a:

w(la,b)) = F(b) — F(a) Si —o0<a<b< +oo
w(a,b)) = F(b)— Fla=) si —co<a<b<+oo
p(a,b) = F(b—) — F(a) si —co<a<b<+oo ©
w(a,b)) = F(b—)— Fla—) si —oco<a<b< +o.

Preuve Comme] — oo, z] C] — 00, y] siz < y, la croissance d&' estévidente, et ma premieégali€e (5) découle de
ce que| — oo, b] =| — 00, al]U]a, b] sia < b et de ce que la mesure de n'importe queldbien est finie.

Pour montrer la continwéta droite, il suffit de @rifier que siz,, décroit verse on afF'(x,,) — F(x). Mais la premére
égalie 6) implique F'(z,,) = F(z) + p(z, z,]) et]z, x,] | 0, de sorte que leasultat @coule du teoeme 114-(b). De
méme siz,, | —co on a] — oo, z,] | 0, doncF(x,) | 0, etsiz, T +ooonal — co,x,] 1 IR, doncF(z,) T 1: cela
acheve de prouver4).

Enfin les trois dermireségaliés de §) se montrent de la éme margre. Montrons par exemple la seconde : On a
la —1/n,b] | [a,b], donc d’apes le tleoeme 114-(b) on au([a,b]) = lim, p(Ja — 1/n,b]) = lim, (F(b) — F(a —
1/n)) = F(b) — F(a—). O

Exemples :
1) Sip estla masse de Dirac au pointsa fonction de@partitionF' est

0 si z < a,
F(z) =
1 Si x> a.

2) Soit (a,),>1 UNe suite deéels, et(b,,),>1 une suite de&els positifs de somme Consicrons la mesurg =
2 bnéa,,, qui est une probabiktsur? puisque) ., b, = 1 (onau(A) =3, ., ., b, pour tout boelien A). La
fonction de épartitionF' est alors

F(z) = > by (6)
n:a, <x
Noter que cette fonctioi’, clairement croissante, est discontinue en tout pejntel queb,, > 0, et continue
partout ailleurs.

3) Soit f une fonction positive d'iréigrale fdA = 1 par rapport la mesure de Lebesgieet consiérons la mesure
1 de densk f (rappelons que(A) = [, fdX pour tout boelien A). La fonction de épartition est alors

F@) = [ty 0
Noter que sif est continue, alor§’ est crivable, de ériveef.

Lorsquey est une mesure finie suR, sa fonction deé&partition est encoreéfinie par 8), et la propositiorb est
encore vraie : il faut simplement rempladian, ;4 F'(z) = 1 dans ) parlim, 4. F(z) = p(R).

Pour les mesures infinies la situation est un pewedifite, puisque la formul&)peut fort bien donnef'(z) = co
pour toutz, de sorte que dans ce cas HEidition 4 n’offre aucun inérét. Il y a cependant une notion analogue, pour les
mesures ditede Radon ce sont les mesures quénifientu([—n, n]) < oo pour tout entier.
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Définition 6  Soit . une mesure suiR vérifiant u([—n,n]) < oo pour tout entiem. Safonction de
répartition geréraliseeest la fonctionG sur IR définie par :

—u(]x, 0) siz<0

G(z) = { _ 8
w([0, x]) si z > 0.

Proposition 7 Soit 1 une mesure suiR verifiant u([—n,n]) < oo pour tout entiern. Sa fonction de
répartition geréraliste G est une fonction croissante, continaelroite, \erifiant G(0—) = 0 < G(0), et
on a encore’) pour tousa, b finis, aveads au lieu deF'.

Preuve D’abord, le fait queG vérifie (5) lorsque—oo < a < b < +oo découle de I'additivié dey et des propétes
suivantes :
0<a<b = Ja,b]=[0,b\0.a], u([0,8]) < oo,
a<0<b = Ja,b] =[a,0[U[0,b], [a,0[N[0,0] =0,
a<b<0 = lJa,b]=]a,0[\]b,0], w(a,0[) < occ.
Cela montre en particulier qu& est croissante, €(0—) < 0 < G(0) estévident. Maig — 1/n,0[| () et les ensembles
] — 1/n,0[ sont tous contenus dans I'ensembld, 0], qui est de mesure finie : donc leétieme 114 entraine que

G(—1/n) = —p(] —1/n,0[) — 0, de sorte qué& ' (0—) = 0. Les autres propéies se montrent exactement comme dans
la propositiors. [

Exemple : Siu = A estla mesure de Lebesgue, sa fonctiongpartition @grérali€e est(z) = x.

Lorsquep est une probabilét, ou une mesure finie, les rapports entre la fonctiorégartition ' et la fonction de
répartition g¢réralieG sont :

G(z) = F(z)— F(0-), F(z) = G(z) — lim G(y). 9

Yy——0o0

Voici enfin le ©sultat d'unicié qui montre qu'une mesure de Radon Buest enterement caraétiste par sa fonction
de epartition gréralise :

Théoréeme 8 Deux mesureg etv sur (IR, R), finies sur les ensemblésn, n] pour tout entiern, et qui
ont méme fonction deépartition geréralisée sonégales. Le @me Esultat est vrai si elles sont finies et ont
méme fonction deépartition.

Preuve |l suffit d’apliquer le tleoemel avec la classé/constitiee de tous les intervalles de la foriney] pour—oo <
x <y < +oo : on aévidemment (i), (iii) et (iv), tandis que (i) vient de ce qufz, y]) = G(y) — G(z) = v(Jz,y]). O

Nous terminons ce paragraphe@roncant unésultat, qui avec le #oeme pécedent implique le thoeme 119, et
qui sera @monté a la fin du cours :

Théoreme 9 Si G est une fonction dé? dansIR, croissante, continué droite, telle que5(0—) = 0, il
existe une mesure (et une seule d'ags le tleoreme pecedent)qui admet pour fonction de gpartition
géréralisée.
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4.2 Produit d’espaces mesurables

1) La tribu produit : Nous consiérons ci-dessous une famille d’espaces mesurdtfles’; ) <i<4, avec un
entierd > 2. Soit le produitF’ = Hle E;, c'esta-dire I'ensemble des suitésd élements(z, ..., x4) (on dit aussi
les “d-uplets”) a1, pour chaque, x; parcourt 'ensemblé’;. L'exemple le plus courant est celul¢E;, &;) = (IR, R),
auquel cag’ = IR".

On appellej€MEapplication coordonael’application

Y;: F — E; définiepar Y;(z1,...,2q) = ;. (10)

Un pave mesurablest une partie dé' la forme A = H‘f:l A;, 00 A; € &; pour tout;. Labasedu pawe A est I'ensemble
J des indiceg tels queA; # E;, et sadimensiorest le nombre de points de

Définition 10 La tribu produit desé&; est la plus petite tribiF de F telle que chaque application coqg
donréeY; soit mesurable déF, F) dans(E;, £;), c'esta-dire la tribu deF’ engendee par la €union de
tribusUZ_, Y, *(€;). Onlanote aussF = @ &, =& ® ... ® Eq.

=
1

Lorsque tous le$E;, £;) sontégauxa un néme espacgF, £) onécrit aussit’ = E4 et F = £99,

Proposition 11 La tribu produitF est aussi engenée par chacune des classes suivantes de parti¢s:d
a) la classe des p#@s mesurables;
b) la classe des p#@s mesurables de dimensibn

D

Preuve SoitA la classe de tous les pawmesurables, & celle des pags mesurables de dimensibrSi A = Hle A;
estdans4, onaaussi = N¢_,Y; ' (A;) (vérification imnediate), donct € F etfinalementd C 7. OnaaussB C A,
de sorte qu'il resté& montrer quer(53) contientF. Pour cela, il suffit clairement de montrer, vu léfisition deF, que
chaque tribly;~!(€;) est contenue dan$; mais sid; € &; limage réciproqueY; ' (4;) est le paé mesurable3 de
dimensionl donré parB = Hle B;,avecB; = A; etB; = E; sij # i:commeB € B, cela ackve la @monstration.
g

Corollaire 12 La tribu borélienneR? de IR? égale la tribu produitR ©¢.

Preuve D’apres la @finition 1-10la tribu boelienneR? est engendse par la classe des A = Hle A, avec des
A; qui sont des ouverts : on a doR¢ ¢ R®.

Pour montrer 'inclusion inverse, vu ladnition 10, il suffit de \érifier que chaque applicatidri est mesurable de
(IR?, R%) dans(IR, R), i.e. est boglienne ; mais commk; est continue, elle est aussi Bienne (cf. la proposition 2),
d'ou le résultat. O

Un autre ésultat important estassociativié du produit de tribus. Soit un entier entrd etd — 1. Soit le produit
Fy = Fy x ... x E}, desk premiers facteurs, muni de la tribu prodiit = £ ® ... ® & (sik = 1, cela se &duit
al = Eyeté; = Fp),etdengmeF; = Epy1 X ... X Egavec latribuFs = 11 ® ... ® £4. On a bien-ar
F = Fy x F, (enidentifiant le “couple’{(z1, . .., zk), (Tk+1,. .-, 2q)) €tle “d-uplet’ (z1 ..., xz,4)), ainsi que :

Proposition 13 Les tribus produitst; ® F» et F = ®%_,&; sontégales.

A titre d’exemple, on @duit de cette proposition et du corollair@pdent queR" ™ = R" @ R™

Preuve SoitA = Hle A; avecA; € £; un pa¥e mesurable dé&'. On peutecrire A = By X By, avecB; = Hle A; et
By = Hf:kH A,;. La propositionll entraineB, € F; et B, € Fo, donc aussi € F; ® Fa; une nouvelle application
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de cette proposition entraine qe= ®§=15i est contenue darB; ® Fo.

Il restea montrer queF; @ F5 C F. Pour cela, notong” la classe de tous les ensemhles F, tels quedA x F, € F.
Il est immeédiat de erifier queZF’ est une tribu. Par ailleurs 6 est un pag mesurable dé’, le produitC x F, est un
pave mesurable dé’, doncC x F, € F, doncC € F : on deduit de la propositiod 1 que F’ contient la tribuF;, ce
qui veut dire qued x Fy € F pour toutA € F;; on montre de rame queF; x B € F des queB € F,. Par suite
A x B =(Ax Fy)N(F, x B) estdansF des qued € F, et B € F5 : une dernére application de la propositidri
entraine alors qué&; ® F, C F, etla preuve est acheg. (]

2) Les fonctions mesurables :Passons maintenaatl’étude des applications mesurables. On suppose toujours
queF = Hle E; est muni de la tribu produif = ®¢_,&;. Il y a deux aspects, selon qu’on corié une application
f d’un espacér dans le produif’, ou une applicatiorf du produitF’ dans un espacdg.
Commencons par le casig’ est une application dé dansF'. De manereéquivalente on peut la congicer comme
une collection(fi, ..., f4), ol chaquef; est une application dé dansF; : f; est appede lai®M€application coordorie
de f (une autre ma®ire decrire ceci esf; = Y; o f, avec la notation1(0)).

Proposition 14 Soit(G, G) un espace mesurable. Une applicatifnle G dansF est mesurable relative
ment aux tribugy et F si et seulement si chaque application coordealf; est mesurable d&7, G) dans

Preuve Commef; =Y, o f et comme la comp@e de deux applications mesurables est mesurable (propositpsi2-
f est mesurable chaqyg est aussi mesurable.

Supposons inversement chagfjemesurable. Pour montrer la mesurabilde f il suffit (cf. proposition 22) de
montrer quef —1(A) € G pour toutA dans une classd de parties dé” qui engendre la tribdF. On va prendre pour
A la classe des p&g mesurables de dimensibifcf. propositionll) : un tel pae sécrit A = Yi‘l(B) pour uni et un
Be&;.Maisf; = Y;o fentrdnef~1(A) = fi‘l(B), qui appartiena G par la mesurabilé def; : on a donc le@sultat.
O

A l'inverse on consiére maintenant, dans le ca8 @ = 2 seulement pour simplifier, une applicatignde F' =
E; x E5 dans un espad@. On lui associe les famille@iﬁ?) cx1 € Ey) et(fé? : 9 € Ey) d'applications def; et
respectivement dar@, définies par

fﬁ)(g&) = f(xl,mg), f;l)(xl) = f(xl,xg). (11)

Proposition 15 Si f est une application mesurable @B, x E», &1 ® £2) dans(G, G), pour toutz; € F;
(resp.zy € E5) I'application fﬁ) (resp.fg)) est mesurable d&F, £2) (resp.(E1, 1)) dans(G, G).

Preuve On va montrer, par exemple, qye= f,ff) pour unz; € E; fixé est mesurable d&,, £3) dans(G, G).

Soit B € G. Nous devons montrer que !(B) € £,. Sia toute partied de E; x E, on associe la partid’ de E,
définie pard’ = {z3 € Ey : (z1,22) € A} (rappelons que; est fixe), on ag~!(B) = ¢’ siC = f~1(B), et on sait
gueC € &1 ® &,. Il reste don@ montrer que st € £1 ® &4, alorsA’ € &,.

Pour cela, soit la classe des partie$ du produitE; x E, telles qued’ € £,. Cette classe e&videmment une
tribu, et elle contient les ensemblds= A, x A, oU A4; € &; (car alorsA’ = A, siz; € Ay et A’ = () sinon), donc elle
contient la tribu€; ® £, par la propositioril: la preuve est achée. [

En combinant cette proposition et la propositicghon voit que sif est une application mesurable(cﬁfl:1 E;,@L &)
dans(G,G),sik € {1,...d — 1} etsilesz; € E; sontfixes pouri = k + 1,...,d, alors 'application

(x1,...,28) — f(x1, .., Tp, Tht1,s--.,Td)

est mesurable d(e]‘[f=1 E;,®k_&,;) dans(G, G). En particulier, sif est une fonction b@lienne surlR¢, la fonction
ci-dessus (aveey 1, . .., zq fixés) est balienne sudR”.

Remarque : La “réciproque” de la proposition piedente estausse: les applicationsfﬁ) et fé? peuventétre mesu-
rables pour tous: . z» sans gue l'applicatiorf soit mesurable par rappadtia tribu produit; ® &£,. Par exemple si
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E, = E>; = IR est muni de la tribl£ engendee par les singletonge} (c’est une tribu “beaucoup plus petite” que la
tribu botelienne, puisqu’elle ne contient aucun intervalle de longueur finie et non nulle), la forfctio, indicatrice
de la diagonal\ = {(z,z) : € IR} surIR? n’est pas mesurable par rappaif ® &£, alors que les fonction (f) et

é? sont&€-mesurablesd

4.3 Produit de mesures

1) Le produit de deux mesures :Soit (E;,E1, u1) et (Ea, Ex, po) deux espaces meds. On va construire
le “produit” des deux mesuregs, et us sur I'espaceF’ = F; x E; muni de la tribuF = £; ® £,5. Les Esultats sont
rassemi#ts dans deux #oemes, qu'on @montrera simultaégment :

Théoreme 16 Si les deux mesurgs, et s sonto-finies , il existe une mesureet une seule sufF, F),
gu’on note aussit = p; ® s et qu’on appelle lanesure produjtqui \Erifie

(AL x Ag) = p1(Ar)pa(A2) VA € &y, Ay €&, (12)

Théoreme 17 (THEOREME DE FUBINI) Supposons que les deux mesuyrest uy soiento-finies, et
SOty = g ® pa. B
a) Si f est une fonction mesurable s{r, F) & valeurs dandR., les fonctions

fi(zr) = / fayapa(des),  fales) = / f(an, w2)pmn (day) (13)

(en vertu de la propositioh5 ces inégrales sont biené&linies) sont mesurables syiE;,£1) et (Es, &)
respectivement, et on a

[ 1w = [mtan) ([ farzapataen) = [atan) [ ferem@n).  as

b) Si f est une fonction mesurablg sur (F, F) a valeurs dansR, les trois assertions suivantes sgnt
équivalentes :

(i) f estingégrable par rapport s

(i) la fonctionzy — [ |f(z1,22)|pa(dz2) est ineégrable par rapport p ;

(iii) la fonction 2o +— [ |f(x1,22)|p1(dz1) estinegrable par rappor jis.

Dans ce cas, I'ensembi®; = {z1 : [|f(z1,z2)|p2(dz2) < 0o} est&q-mesurable etérifie 1 ((B1)¢) =
0 et lensembleB; = {z2 : [|f(z1,22)|p1(dz1) < oo} est&o-mesurable etérifie po((B2)¢) = 0. La
fonction f, (resp.f;) de (L3) est alors bien dfinie surB; (resp.Bs), et on a (L4).

Il semble utile de faire d’'embBk quelgues commentaires. Cos@hs par exemple la preene des formulesld) :
en toute rigueur, il faudrait&crire

/fdu = /fldm, avecf; définie par (3). (15)

Lorsquef > 0 la fonction f; est bien @finie, mesurable et positive, de sorte que les deux membrédsident un sens.
Lorsquef est de signe quelconque, maistigtable par rappot u, (13) définit f1(z1) pourz; € By, tandis quefi (z1)
risque de ne pas avoir de sensrsiz By ; toutefois la fonctionf; égalea f; sur By et (par exempleh 0 sur (By)©
est&-mesurable, et I'irigrale [ f{du, ne cepend pas des valeurs dg sur 'ensembleu, -négligeable( B, )¢ (cf. la
proposition 37) : il est alors naturel deé&crire [ f1dyu; (par un abus - anodin - de notation), et c’est le sens qu'on donne
au second membre d&5g).
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Preuve 1) Par hypothse il existe des suitds’,,),,>1 dans&; et (D,,),>1 dans&,, telles queC,, T Ey, D, T Ex,
w1 (Cr) < oo etus(D,) < oo pour toutn.

2) Nous allons maintenant montrer quefsst une fonction mesurable positive $ét F), les fonctionsf; et f» de
(13) sont mesurables. On va traiter, par exemple, le cg§ de

Par limite croissante (cf. le lemmel& et (iv) du theoeme 246), il suffit de montrer le &sultat lorsqu¢g’ estétagee ;
par linéarig (cf. la proposition 2t1) il suffit méme de le montrer lorsqué= 14 est I'indicatrice d'und € F.

Soit 4 la restriction deuy & D,, (doncul (B) = p2(BN Dy,)). Onau(B) = lim, T u5(B), desorte que sf = 14
la quantié f;(x;) est la limite croissante des @yrales de la fonction, — 14(x1, z2) par rapport aux.s. Il suffit donc
de montrer la mesurabiéitde f; lorsqu’on remplace:, par 5 : en d’autres termes on peut supposer que la masyre
est finie.

NotonsD la classe degl € F tels que la fonctiory; assodkea f = 14 soit&;-mesurable. Comme, est suppase
finie, il estévident de @rifier que cette classe&tifie (1) et (2), c’esta-dire est ur\-syseme. Par ailleurs sl = A; x A,
est un paé mesurable, on @ = p2(A2)14,, qui est€;-mesurable, de sorte qu@ contient la class€ des paes
mesurables. Comme la clagéest stable par intersection et contigntui-méme, une application du lemn2emontre
queD = F, et a proue le ésultat chercé.

3) Montrons maintenant I'existence d’'une mesyrsur (F, F) vérifiant (L2). D’apres 2) on peut poser pour tout
AeF:

() = [mtaon) ([ 1atorampatisa)). (16)

Il est clair quew(0) = 0, et lac-additivité dep, découle d’'une double application du corollaird 2-Le fait quep vérifie
(12) estévident.

4) Passona l'unicité. Soity et i/ deux mesuresérifiant (12). Elles cdncident donc sur les pag mesurables. Pour
obtenir quex = 1’ il suffit alors d’appliquer le thoremel a la class& des paés mesurabled = A; x A, tels que
p(A) < oo (i.e. ui(A4;) < oo pouri = 1,2) : cette classeé&rifie évidemment les conditions (i) et (iii) de ce&treme ;
elle vérifie (iv) avec la suitér,, = C,, x D, ; enfin elle \erifie (i), puisque tout p@&¥mesurabled est Eunion des pa&s
ANF, quiappartiennerdaC, de sorte que tout paumesurable est dans la trib(C), et doncr (C) = F par la proposition
11

5) Pour le moment on a proéve tteoemel6, et la premere partie de (a) du doemel7. Montrons maintenant
(14) lorsquej est positive. Quang = 1,4 la premere de ces formules est exactemelr®) (Par lireari€ on en @duit
la premere formule {4) pour toute fonctioretagee, puis par limite croissante pour toute fonction mesurable positive.
L’ égalie entre les membres e&tnes del4) se montre de la &me margére.

6) Il restea montrer la partie (b) du #oemel7. L' équivalence de (i), (i) et (iii) dcoule imnédiatement deld)
appliqueea|f|. Le fait queB; € &; vientde la mesurabitde la fonction:| — [ |f(z1, 22)|p2(dzs), €tps ((B1)¢) =0
vient de (ii) et du corollaire 3. On a de rdme les esultats concernam®,. Enfin la validié de (L4) pour f provient de
I'application de (4) aux fonctions positiveg ™ et f~ et du fait que[ fdu = [ fTdu— [ f~dp. O

Exemples :
1) Lorsque(Ey,&1) = (Ea, &) = (IR, R), on avu que F, F) = (IR?,R?). Si de plusiu; = po = A est la mesure
de Lebesgue, le prodyit; ® 5 est alors la mesure de Lebesguesur IR?, et les tieomes 120 et 121 découlent
du theomel6 lorsqued = 2. Lintégrale d’une fonctiorf surIR? par rapporéi A, se note aussi

/fd)\g = //f(x,y)da:dy

et la formule (4) est ainsi une version atiorée du ésultat selon lequel une &grale double se calcule comme
une succession de deuxégrales “simples”, dans I'ordre qu’on veut : attention toutefois aux hyseth surf
pour que cette formule soit exacte.

2) Lorsque(Ey, &) = (B2, E2) = (IN*,P(IN*)) et lorsqueu; = us est la mesure de comptage i, le produit
W= i1 ® us estla mesure de comptage $ly*)2. L'intégrale d’une fonction (positive ou iegrable) par rapport
a la mesure de comptagéant la somme des valeurs prises par cette fonction, la formdjelévient dans ce cas :

>t = i (iun,m) = i (:Mm) (17)

n,meIN* n=1 \m=1 m=1 \n

a condition queu,, ,, > 0 pour touse, m, ou que que_, .

On retrouve en particulier la formule 24).

Un,m| < o0 silesu, ,, sont de signe quelconque.



www.Zes- athematiques.net

3) Soit(E1, £1, 11) un espace meséiquelcongue avec une mesprer-finie, et soit(Es, £2) = (IN*, P(IN*)) muni
de la mesure de comptage. Une fonctionf surF = E; x E, peutétre consi@rée comme une suitgf,,),,>1
de fonctions su; par les formulesf,,(x) = f(x,n), et on \erifie ai€ment quef est mesurable par rappart
F = &1 ® &, si et seulement si les fonctiorfs sont€;-mesurables. La fonction mesurabieest inegrable par
rapporta i = p1 ® pe Si et seulement sion a

[ 152t = 3 [ Ul < o (18)

n>1 n>1

(appliquer (4) a|f|; la premereégale vient du corollaire 2k7). Sionon a{8), laserie) ", ., f, estdonq:;-a.s.
absolument convergente, de sommeintégrable, et la formuleld) appliqueea f donne alors

[tin =3 [ gudir = [ {3 1) din 19)

n>1 n>1

Ainsi, sous (L8), on peut intervertir somme et égrale : on obtient ainsi une version un peuétiénte du corollaire
2-17, avec dey,, de signe quelconque maignfiant (18).

Remarque 1 :La mesurabilié de f par rappori la tribu produit est essentielle dans lédigmel17. On peut trouver
des fonctions positiveg qui ne sont pag” mesurables mais qui sont&gaément” mesurables en chacune des variables
(cf. la remarque de la fin du paragraphe 2), et telles que les foncfjales (L3) soientégalement mesurables : les deux
derniers membres dé4) sont alors bien &finis, mais pas&cessairemerigaux, tandis que le premier n’a pas de sens.
O

Remarque 2 :Méme lorsqué’ est mesurable, il faut faireés attention quand on utilis&4), qui n’est vraie que sf est
de signe constant, ou estégfrable.
lllustrons ceci dans le cadre de I'exemple 1 ci-dessus. Soit

{ (:ZJF;;’)?, si z,y €]0,1]

0 sinon

flxy) =

On a alors

[ ([ stwvran) = /dx/ (s~ wr) = / T =

et un calcul analogue condut | dy (f f(a:,y)d:c) = —%. Les deux derniers membres di&dY sont donc diférent
(bien-gir la fonction botliennef surIR? n'est pas\,-intégrableg.

Pire : les deux derniers membres dd)(peuventetreégaux, alors que l'irigrale def n’a pas de sens. Prenons par
exemple la fonctiory sur]0, o[ définie parg(z) = 2~ /% siz < 1 etg(z) = 2~ % siz > 1, de sorte que = [~ g(z)dx
est finie. Soit

glx —y) si x>y

flz,y) =< 0 si =y
—g(y—2z) si xz<y.

Il est clair que[ f(z,y)dz = [ f(z,y)dy = a —a = 0, donc les deux derniers membres dé)(sont nuls. Cependant
[T (z,y) = g(x — y) 11>y}, donc (4) applige a la fonction positivef ™ donne

—+o00 +oo —+00
/f+d/\2 = / dy/ glx —y)dx = / ady = +oo,
—00 Yy —0

et de néme pourf~ : donc l'inteégrale def par rapporéa \» n'a pas de sens.

2) Le produit de plusieurs mesuresoOn consigre maintenant une familfinie d’espaces mesés(E;, £;, 1;),
pouri = 1,...,n. Onposer’ = [[_, E;, muni de la tribu produi®?_, &;.
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Théoreme 18 Si les mesureg; sont toutesr-finies, il existe une mesufeet une seule sufF, F), quon
note aussy = 1 ® ... ® uy, = 1 u; et qu’on appelle lanesure produjtqui \erifie

M(H Ay) = HMi(Ai) VA; € &;. (20)
; =1

i=1

Preuve On fait une ecurrence sun (le resultatétant vrai poum = 2 d’apres le tleoremel16). Supposons leésultat
vrai pourn — 1 : sur I'espacet” = H?’:_ll E; muni de la tribuF’ = ®}-]'€; on a construit la mesure produit, qui est
'unique mesure érifiant

n—1 n—1
i=1 i=1

OnaF = F' x E, et, par la proposition3, F = 7' ® £,,. Le theoemel6 permet de construire sQF, F) la mesure
produity = u’ ® py,, qui vérifie clairementZ0). Enfin, I'unicité dep se montre exactement comme pour ledimel6.
g

Exemple : La mesure de Lebesgug sur IR? est ainsi la mesure produiti-fois - de la mesure de Lebesgue iy et
les treoemes 120 et 121 découlent du thoeme pécadent.

Nous avons vu l'associatidtdu produit des tribus (propositidrB). La méme prop@te est vraie pour les produits
R g1 Ei ety = @7, i

Corollaire 19 Les mesures produiig ® v, et®}*_, u; sontégales.

Preuve |l suffit de remarquer que ces deux mesurei@dent sur les pa@s mesurables dg’, F), donc sonégales
d’'apres l'unicite dans le thoeme pecedent. [

Etant don@ ce corollaire, le thoreme de Fubini se&éralise imnédiatement au produit fini = ®_, u; par une
récurrence imradiate. Plus @ciment, sif est une fonction mesurable sur, ), on a

/fdu - /u(dacl) (/u(dxg) <.../f(a:l,...,xn)u(dxn)...>), 21)

lorsqu’en plusf est positive ou iréigrable par rappod p, et de plusf est inggrable si et seulement si le membre de
droite de 1) écrit pour| f| est fini.

Lorsque la fonctionf se met sous la formé(z1,...,z,) = [[i—, fi(z;) (on écrit aussif = ®7, f;, et c'est
d’ailleurs la I'origine de la notatior® pour les produits de tribus ou de mesured)) prend une forme bien plus d@sble :

Proposition 20 Soit f; des fonctions mesurables s(i;, £;), et supposons les mesuresc-finies. Soit
fl@r,.mn) =T fiz) etp = @7 .

a) La fonctionf estu-intégrable si et seulement si on a I'une des deux conditions suivantes :

(i) la fonction f; estu,-intégrable pour tout = 1,...,n;

(ii) il existe un indicei tel que la fonctionf; soit u;-p.p.égalea 0.

b) Si toutes les fonctiong sont positives, ou si 'une des deux conditions de (a) sont remplies, on a

Jfdp = ﬁ Jidp. (22)
Jra =11/
i=1
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Preuve D’abord, lorsque leg; sont positives la formule2@) découle imnédiatement deX(1) (on peut aussi faire une
preuve “directe” : 22) n'est autre que20) lorsque lesf; sont des fonctions indicatrices ; pardarié la formule 22) est
donc vraie lorsque leg; sontétagees, puis par limite croissante lorsque fesont mesurables positives).

L'assertion (a) écoule de la formule2R) appliguee aux valeurs absoluéf| (en se rappelant que l'iagrale d’'une
fonction positive est nulle si et seulement si cette fonction est presque partout nulk), go\r f intégrable de signe
quelconque se@tiuit de 2) appliqLe a toutes les combinaisons possibles flést f;-. O

Voici une remarquévidente : la masse totale de la mesure progjgétle le produit des masses totales (appligR@yr (
avecA; = E;). Par exemple, le produit d’'un nombre fini de probaégdiest une probabiit

Mais cette remarque explique pourquoi on ne fait pas@@ml de produit infini de mesures, sauf lorsqu'il s'agit
de probabiliés : si on se donne une suite infirfje, ),,>1 de mesures-finies (chacune &finie sur un espace mesurable
(En,Er)), et sion chercha cefinir la mesure produit sur les pav mesurables d& = [, ., E, par la formule 20),
le second membre devient un produit infini qui, éméral, diverge. Cependant, si lgg sont toutes des probabdit,
il est possible de &finir le produit infini®, >1 4, par cette formule (nous nous contentons de cette remarque un peu
informelle ; la demonstration duésultat est en fait difficile).

4.4 Laformule de changement de variable

Ce paragraphe est essentiellement coresata cemonstration de la formule “de changement de variable” dans les
intégrales par rappott la mesure de Lebesgue dhf*. Cela permettra @tudier la mesure image d’'une mesure Eiir
ayant une dengt

Le cadre est le suivant : sdi? et A deux ouverts déR™, eth un C'-diffeomorphisme d& dansD, c’esta-dire une
applicationh de A dansD qui est bijective et continuement déffentiable et dont l'applicatioréciproqueh—! (de D
dansA) est aussi continuement déffentiable. On noté; (z) = h;(z1, ..., z,) lai®M€coordone deh(x). On appelle
matrice jacobiennenx € A la matrice des @rivees partielleoh; /0x;)1<; j<» Prise au point:, etjacobiendeh le
déterminant de cette matrice : cétdrminant est nétDh(x).

En cérivant les deux membres dégalie 2 ~! o h(z) = x on \érifie immédiatement que les matrices jacobiennes de
h enx etdeh~! enh(z) sontinverses I'une de l'autre. Par suite on a

Dh(z)Dh™'(h(z)) =1  Vx€A. (23)

Rappelons enfin que l'iggrale d’une fonctiorf surIR™ par rapporé la mesure de Lebesgue est&®f f(z)\q(dx),
notation qu’on alige en[ f(x)dz, ou qu'on remplace aussi pfrf(z1,...,x,)dz; ... dz, ; 'intégrale de la fonction
f14 lorsqued € R? estaussinée [, f(z)dzou [, f(z1,...,2,)d2y ... dz,.

Théoréme 21 Sous les hypo#tses pecedentes, pour toute fonction @iennef sur IR telle quef1p soit
intégrable par rapport la mesure de Lebesgue, on a

/f(x)dx :/foh(:r)|Dh(z)|dz. (24)
D A

Attention a la valeur absolue du jacobien! Cette formule s'appelle la formule du changement de variable, car elle
revienta faire dans la seconde égrale le changement de variable= (x1,...,2,) — vy = (y1,...,yn) = h(z).
SouventDh(x) est noé

_ D(y177yn)
Dh(x) = pr =0 (23)
de sorte queZ4) devient
_ D(ylvayn)
Lf(yl,...,yn)dyl...dyn —/Ath(acl,...7xn) D(tr, ) dxy ...dx,. (26)

La notation £5), cokerente avecl3), permet de se rappeler que dans le changement de varid#stént diferentiel”

dy; . . .dy, est remplaé par‘ M’ dry...dz,.
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Exemples :

1) Supposons que = 1, et queD =la,b[ et A =|c¢,d] aveca < b etc < d (ces nombres peuvegtre infinis).
Un C'-difféomorphisme est donc une applicatid@ridableh ayant 'une des deux prog@es suivantesi{ est la
dérivée deh) :

(i) on ah/(x) > 0 pour toutr € A, etlim,|. h(x) = a etlim,q h(z) = b, ou
(iyonah/(x) < 0 pour toutr € A, etlim,|. h(x) = betlim,q h(z) = a.
(24) s’écrit alors :

Wo>0surle,d = 12 f@)dz = [ f o h(x) (z)dx
(27)
W<O0surle,d = 12 f@)dz = = [ f o h(x)l (z)dx
et la seconde formule &trit aussi souvenf;’ f(a)dx = [} f o h(x)h'(z)dz, avec la conventiorf, = — ff :on

retrouve donc la formule bien connue de changement de variablB.sur

Noter d’ailleurs que lorsque = 1 la formule 1) ne se raréne pas toujoura (27) : en effet, un ouverb n’est pas
forcement un intervalle ouvert. La forméxggrale de 24) lorsquen = 1 est en fait la suivante : sdifa;, b;])icr) et
(Jei, di])ier deux familles d’intervalles ouverts respectivement datdeux disjoints, avet fini ou denombrable.
Pour chaqué soit h; une bijection érivable de|c;, d;[ dans]a;, b;[ dont la derivée est toujours soit strictement
positive, soit strictementéagative. On a alors&$ quef1p, est ineégrable, ave® = U,]a;, b;| :

d;
| @y - > / f o ha(@)I1) (@) da. (28)

Cette derrgre formule est d'ailleurs vraieed que lesa;, b;[ sont deuxa-deux disjoints (f@me si ce n’est pas le
cas desc;, d; ).
2) Soit f une fonction Lebesgue-iegrable suiR™, ety € IR™. On a alors

/ f@)dz = / Flx+y)da. (29)

Il suffit d’appliquer @4) avecD = A = IR" eth(x) = x + y : cette application est u@'-difféeomorphisme de
IR™ dans lui-n&me qui \erifie Dh(x) = 1 (sa matrice jacobienne est en fait la matrice idéitit

Nous allons commencer par un lemme, dans lequel on fait les hygedtdu thoeme21.

Lemme 22 Pour toutz € A il existe une boule ferée B de centrer et de rayore(z) > 0, contenue dans
A, telle que pour toute fonction belienne positivef on ait, siC désigne I'image{h(z) : = € B} de B
parh:

/ f)dy = / £ © h(y)| Dh(y)|dy. (30)
C B

Preuve La preuve se fait paecurrence sur la dimension
a) Soitn = 1 etz € A. CommeA est ouvert, il existe(x) > 0 tel que l'intervalleB = [¢,d] = [z —e(z), 2 + ()]
soit contenu danA. Limage C est un intervalléa, b], de sorte que30) s’écrit en fait 7) : cette formule, connue lorsque
f est continue (pour lirkigrale de Riemann), ddétre cemontée dans le casiof est seulement bélienne positive.
Exactement comme dans I'exemple ci-dessus, deux cas sont possibles selorégivéeda dest positive ou égative
sur|c, d], et on va par exemple traiter le cas/d (y) < 0 pour touty € [c, d] (I'autre cas est un peu plus simple).
D’abord, par lirearie et limite croissante il suffit (comme on I'&@ vu plusieurs fois) de montreB4) lorsque

f = 14 est l'indicatrice d’'un boglien A. Mais si on poseu(A4) = fab 1a(y)dy etv(A) = —fcd 1a(h(y))W (y)dy,
on cefinit clairement deux mesures finigset v, de sorte qu’il nous faut montrer que ces deux mesureségaies.
D’apres le tleoremes il suffit donc de erifier u(A) = v(A) pour A =] — 0o, §]. Comme on a aussi de manéévidente

w(A) =v(A) = 0si AN [a,b] = 0 il suffit de montrer que:(] — oo, 5]) = v(] — 0, 8]) poura < 3 < b; comme dans
ce cas il existe un unique pointe B tel ques = h(«), onaalory € [¢,d], h(y) < < a <y < detdonc

d
WA) = f—a,  w(4) = — [ W(ydy = ha)—h(d) = f—a
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(par une propét bien connue des idgrales de Riemann ; iéi est continue, donc Riemann-&grable sufa, al) : on a
donc le ésultat.

b) Supposons30) vraie pourn — 1. Soitz: € A. D'apres @3) on aDh(x) # 0, doncdh, /0z;(x) # 0 pour au moins
uni. La nunerotation des coordogées n'ayant pas d’'importance, on peut supposer que ceci est vrai polr Soit6
I'application deA dansiR™, continuement diffrentiable, dfinie de la mardire suivante par ses coord@es :

01(y) = hi(y),  0;(y1,...,yn) = y; pourj > 2.

Commedh; /0z1(x) # 0, le theome des fonctions implicites montre gu'il existe une boule &=/ de centrer et de
rayone(z) > 0, contenue dand, et une fonction continuement déffentiablep de B dansiR, tels que

91(p(y),y27~-~,yn) = U0 Vy:(yhayn)EB

NotonsC' et F' les images de la boulB parh etf. On peut considrer aussh (resp.f) comme une application d8
dansC (resp. dand") : la premére est bijective par hypoiise, la seconde I'eégalement puisqu’elle admet clairement
comme applicationéciproqued—(y) = (p(y),y2,.-.,yn), €t ON poser = h o #~1 qui est bijective d&F" dansC et
verifie o1 (y1, ..., Yn) = Y1-

Introduisons quelques notations :1si= (y1,...,y,) on notey’ = (yz,...,y,), de sorte qu'on peukcrirey =
(y1,9). Soit B, = {y1 : (y1,y') € B} etB’ = {y' : B, # 0}, et associons de @meF,, et ' a F. Remarquons
que siy € Bonafb(y) = (hi(y1,y'),y'), de sorte qué™ = B’ et queF,, est I'image deB,, par I'application
y1 — hi(y1,v’). Par ailleurs par composition deérd/ées et pah = ¢ o 6 il vient Dh(y) = DO(y)Dyp(0(y)), tandis
que d’apés la é&finition ded on voit queD8 = 0h, /dx;. Par suite, en appliquant le&béme de Fubini, puis30) pour
n = 1, puis de nouveau le #meme de Fubini, on obtient :

J5 foh@)Dhy)ldy =[5 dy [p, foe(haty)y)|Delhalt,y),y Naarha(t,y')| dt
= Jedy g, foelzy)IDeo(zy)ldz
= JpfoeW)De(y)ldy

Maintenant, on noté)’ = {y' : (y1,y) € F} etF” = {y, : F, # 0}, eton associe de@meC, etC"” aC. Soit
égalemenp; (v') = (wi(y') : 2 <i < n).Onapi(y1,y’) = y1, de sorte que la presie ligne de la matrice jacobienne
de y est(1,0,...,0) : par suiteDy(t,y') = Dy} (y'). EnfinC” = F” etC} = F/’. Donc d’apes le tleoeme de

Fubini, puis B0) appliquie an — 1, puis de nouveau le #oeme de Fubini, il vient
Jr foe@)DeWldy = [p, dt [, (&0 ()1De} (y)|dy

= fcwdth“ t.y)dy' = [, f(z)da.

On a donc moné (30) pourn. O

Preuve du theoreme21. 1l suffit (par difference) de prouve{) pour f > 0. A chaguer € A on associe une boule
B, de centrer et de rayon strictement positif, tel que(si désigne I'image de&3,. parh on ait 30). Cetteégali€ secrit
aussi

|ty = [ fonw)s. 0)IDhG)dy.
D

Soit maintenantz(¢) : ¢ = 1,2, ...) uneénunération des points d& qui sonta coordonges rationnelles ('ensemble
de ces points estathombrable). Soitl; = C,(y) et, pouri = 2,..., A; = Cy;) N (Ui<j<i—14;) 1 les A; forment une

partition deA, et les images:; de A; parh forment une partition d&, avecA; C C,(;) etG; C By;). En appliquant
I'égali€ ci-dessudix = (i) eta flg,, et commelg, o h = 14,, il vient

/f Ve, (y /foh JLa, ()| DA(y)|dy.

Il suffit de sommer sui pour obtenir 24). O
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Corollaire 23 Siu est une mesure suR™ admettant une denéitf (par rapporta la mesure de Lebesgue)
si h est unC!-diffeomorphisme dé?" dans lui-néme, et siv désigne la mesure image desur IR™ par
I'application h, alors la mesures admet aussi une densiy, qui est donge par la formule

g(z) = foh™ (a)|Dh™(2)}; (1)

4.5 Le produit de convolution

1) Dans ce paragraphe nous introduisons une “multiplication” des mesur@’sigui s'appelle le produit de convolu-
tion. Toutes les mesures dont on parle ci-dessous sont des mesuf@sumi de la tribu baglienneR .

Définition 24  Si u et sont deux mesuresfinies surlR?, on appellgroduit de convolutiomle ;. et v et
on notey v 'image de la mesurg @ v par 'application deR? x IR? dansiR? définie par(z, y) — = +y.
O

Ainsi, ;. x v est une mesure suR?, qui d’apes 2-(L5) est donke par

pevld) = [ Late+ p)ipe v)e.o), (32)

En utilisant le tleome de Fubini, on peut aussirire

pevtd) = [utde) [1aespvian) = [ o) [ Lato+ puldo). (33)

On en @duit que le produit de convolution esimmutatif D’apres le corollairel9il est aussassociatifi.e. (u*v) *
n = p (v xn), & condition bien entendu que les deux mesures’ etv x n soient elles-remeso-finies (ce qui n'est
pas toujours vrai, comme I'exemple 3 ci-dessous le montre!).

Exemples.

1) Siu = g est la masse de Dirac énon au x v = v d'apres @3) : en d’autres termes, la masse de Dirad) est
un élément neutrg@our le produit de convolution.

2) La masse totale dex v estu(IR?)v(IR?). En particulier, le produit de convolution de deux probaidiest encore
une probabilié.

3) Siu = v = )4 est la mesure de Lebesgue dhf, le produitn = u x v est la mesure do@e par(A) = 0 si
Aa(A) = 0etn(A) = +oo siAg(A) > 0 : cela cecoule imnédiatement de33). Noter que cette mesure n’est pas
o-finie.

Proposition 25 Si f est une fonction b&lienne, positive ou iggrable par rapport au produit de convold
tionpu* v, 0ona

[ tiwsr) = [utde) [ s gutdn) = [vidy) [ 1o+ putn). (34)

Preuve Lorsquef > 0 cette formule se &duit de 83) selon le scema habituel : par ligari€, puis limite croissante.
Lorsquef est de signe quelconque etégtable par rapport au produit de convolution, les formudsgont vraies pour
fT et f~, etdonnent des valeurs finies, donc o134) pour f par difference.]
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2) Mesures sigees avec densit En vue de éfinir le produit de convolution d’une fonction et d’'une mesure ou de deux
fonctions, nous allons d’abord introduire le concept de “mesureesigrte qui veut dire mesure nomecessairement
positive. En vue dBviter une tkorie grérale un peu lourde, nous nous contentons du cas des mesures admettant une
densié par rapporé la mesure de Lebesgue Sif.

Si f est une fonction b(ézﬂienne positive sulR?, Lebesgue-iréigrable, on sait qu’on peuétinir la mesure: = fe\y
de densi f par la formulep(A) = [, f(x)dx (pour A € RY). Cette mesure est de masse tofald?) = [ f(x)dx
finie. Si maintenantf est Lebesgue |Bgrable mais de signe quelconque, on a les deux megdres fT e )\, et
u~ = f~ e Xz. On pose alors

po=pt—p (e p(Ad) = pt(A) —p(A) VA€ RY), (35)

et on note aussi = f e \4. (IL formule ci-dessus a bien un sens, puisgueg A) et .~ (A) sont finies). On dit que
est unemesure sigee car elle \erifie u() = 0 et las-additivite, mais les nombres (finig)(A) sont a priori de signe
quelconque La thorie de I'inegration par rappoé de telles “mesures” est facile, et basur la formulef gd(f e \s) =
| f(z)g(z)dz qu'on a vue dans la proposition13 pour f > 0. Plus péciment, on pose la

Définition 26 Si f est une fonction b&lienne suidR?, Lebesgue-iréigrable, et si. = f e )y, la fonction
borélienneg est diteu intégrable si et seulement si la fonctigp est\;-intégrable. Dans ce cas on pose

Jgdp = [ f(x)g(x)dz. O

Notons aussi la propie immeédiate suivante : si. = f e \; etv = g e \; (avecf et g boréliennes Lebesgue-
intégrables), la formulg(A) = u(A) — v(A) définit une nouvelle mesure sige, qui n'est autre que= (f — g) ® Ay

3) Avec cette @finition, on a alors la proposition suivante. On rappelle que

Proposition 27 Soitx une mesure finie suR?, et f une fonction baglienne surlR¢, Lebesgue-iigrable.
La formule

(f % w)(a /fa:— (36)

définit A\4-p.p. une fonction qui est Lebesgueéigitable. Siv = f o )4, cette fonction est la denéite la
mesure sigeep xv = uxvt — pxp.

Preuve En raisonnant suf* et surf~ et en faisant la diffrence, et compte tenu de la remarque suivanéfmidon
26, on voit qu'il suffit de montrer leé&sultat lorsqug’ > 0.

Dans ce cas, la fonctiofi « 2 est cefinie partout & valeurs dandk_ ). D’aprés le tleome de Fubini, elle est
borélienne et erifie

[ emana@is = [ty [ 1= pa@ds = [ty [ Fta + wda

(on fait le changement de variable — h(z) = x — y et on applique Z9) dans la derrire inegrale). Ceci vaut
[ u(dy) [1a(y + uw)v(du) par cefinition dev, et une nouvelle application duébreme de Fubini entraine que

Jen@na@ae = [ Laty+ude () = @)

par 32). Doncp x v admet la densit f x . Enfin i, et étant deux mesures de masse totale finie, il en estaaeende
w* v, doncf x . est Lebesgue-idgrable.]

Enfin, si dans la proposition @edente la mesure admet elle aussi une dergsitisong, la fonctionf x i, est aussi

notée f « g, et elle vaut
frg@) = [ 1a=vowis = [ fw)gta - vy (37)

Il n'y a d'ailleurs pas de raison de suppoger 0 ci-dessus : sy est de signe quelconque, cette formuddinit la densié
de lamesure sigrepu xv = put x vt + pu~ xvT — T xv™ — p~ « v, Cela conduit poser la dfinition suivante :
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Définition 28  Si f et g sont deux fonctions bétiennes Lebesgue-tmgrables suiR?, leur produit de
convolutionf x g est la fonction Lebesgue-igrable éfinie par 88). O

frgla) = / fx— w)g)dy = / fw)g(z - y)dy. (39)

Cette dfinition est un peu restrictive, et dans les livres d’analyse on voit parfois @fivgten plus grérale du
produit de convolution de deux fonctions : il suffit en fait que la formG @it un sens.

En vertu de ce qui suit laédinition 24, on voit que le produit de convolution des fonctions (Lebesguegiatbles) est
commutatif et associatif.



Chapitre 5

Les espacegd’

5.1 Les cefinitions

Dans tout ce chapitre, 'espace mes(F, £, 1) est fixe. Nous avons @a renconte I'espacel’ = L'(FE, &, p)
de toutes les fonctions mesurables §hf, £), a valeurs eelles, qui son-intégrables (cf. chapitre 2). Mais, plus
géréralement, il existe toute une famill® d'espaces de fonctions mesurables, aig$inis :

Définition 1 Sip € [1,00[, on notel? = LP(E, &, u) 'ensemble de toutes les fonctions mesurables|sur
(E, &), avaleursgelles, telles que la fonctidif|? soit u-intégrable. Sif € £, on pose

£l = ( / Ifl”du>1/p- W

Proposition 2 Chaque espac£?P est un espace vectoriel.

Preuve D’abord, sif € £P eta € IR, il estévident que le produitf appartient aussa £P. Il nous suffit donc de
montrer que sf, g € L, alorsf + g € L.

On \érifie facilement quél + z)? < 2P(1 + zP) pour toutz > 0, donc aussfz + y)? < 2P(zP + yP) siz,y > 0. |l
s'ensuit que f + g|? < 2P(|f|P + |g|P) : si f,g € LP, lafonction|f + g|P estinégrable etf + g € £P. O

Rappelons que gt désigne un espace vectoriel, on appeemesur F' une application: — ||u|| de F dansIR,
qui vérifie :

() lull =0 & u=0,
(i) acR, ueF = |laull = |a||lull (homogereite), 2
(iii) [lu+]| < |ul]+]|v]| (inégalie triangulaire)

Si on pose alord(u, v) = ||u—wv]||, on cfinit unedistancesur F', et la topologie assoee est compatible avec la structure
d’espace vectoriel, ce qui signifie quewsi — u etw,, — v pour cette topologie (i.el(u,,u) — 0 etd(v,,v) — 0),
et sia, — a danskR, alorsu,, + v, — u + v eta,u, — au. On dit alors queF’, ou plus peciement(F, ||.||), est un
espace vectoriel noren

Revenons aux espacé?. L'application f — ||f||, de £ dansIR, vérifie clairement (ii) ci-dessus, ainsi que
[10]], = 0, et on verra plus tard que (iii) est auséirifié (c’est un ésultat norévident, sauf poup = 1). En revanche,
[|fll, = 0 implique seulement qug¢ = 0 p-p.p., en vertu de 31Q), de sorte qué|.||, n'est en @réral pas une norme
sur L? (voir cependant I'exemple 2 ci-dessous).

Pour pallier ce prol@me, on opre ainsi : d'abord, sf et g sont deux fonctionsaelles mesurables, @trit f ~ g Si
et seulement sf = g u-p.p., ce qui éfinit clairement une relation dquivalence. En vertu du lemmes3si f € L? et
Sig ~ f,onaaussy € L? et||g||, = || f||,- On peut donc poser la
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Définition 3  Sip € [1,00[, on notel? = LP(E, £, 1) 'ensemble des classesadjuivalence des fonctions
de £P, pour la relation cdquivalence égali€ p-presque partout” rappet ci-dessus. Sf € LP, on note
[|f]|, 1a valeur commune dégy||, pour les fonctiong appartenana la classef.

Une autre maire d’exprimer cetteéfinition consiste dire quel.? est lequotientde £? par la relation cequivalence
“égalie u-presque partout”. Sf € LP, on appelleeprésentante f toute fonction mesurablg’ € £ qui appartieng
la classe cBquivalencef.

Soit alorsf,g € L? eta € IR. Si f' et f (resp.g’ et ¢g”) sont deux re@sentants quelconques fdresp.g), on
af'+q¢ = f"+4g" pp.p.etaf’ =af’ p-p.p.:on peut alorséfinir lasommef + g (resp. leproduit a f) comme
la classe Bquivalence de la somm@ + ¢’ (resp. du produit.f’) pour des refsentants quelconqugéet ¢’ de f et
g : cela munit 'ensembld.? d’'une structure d’espace vectoriel, agmektructure quotient. En particulieelement nul
(note encord)) de L? est la classe &quivalence de la fonction nulle, et une fonction mesurgbkest dans la clasgesi
et seulement si’ = 0 p-p.p. D’apes la proposition 3-1, on voit qu’on a alors Bquivalence :

1fllp=0 & [f=0 (sifell) 3
En d'autres termed|.||,, vérifie (2-(i)) sur 'espacel?.

Les cefinitions deL> et deL>° sont un peu plusélicates. L'icee est qu&™ est I'ensemble des fonctions mesurables
et “presque partout” bofes, proposition dont la traduction rigoureuse est la suivante :

Définition 4 a) On noteL™ = L (F, &, u) 'ensemble de toutes les fonctions mesuralflssir (E; £),
a valeurs eelles, qui sonéssentiellement boees ce qui signifie qu'il existe unéela € IR, (dépendant
de f, bien entendu), tel qug| < a p-p.p. Pour une telle fonction, on pose

1flloc = inf(a € Ry : [f] < a p-p.p). (4)

b) On noteL> = L>(E, &, 1) 'ensemble des classesadjuivalence des fonctions dg°, pour la relation
d’équivalence &gali€ u-presque partout” d encore, sff € L= etsig = f u-p.p., alorsg € L, eton
a clairement| f||oc = ||9]|c0. de sorte que sk € L on peut notet|h||« la valeur commune desf ||

lorsquef parcourt la classk. O

Remarquer que s$if| < A p-p.p. etlg| < B u-p.p.etsia € R,onalf +g| < A+ B p-p.p.etlaf]| < |a|A p-
p.p. : on en @duit imnediatement qu&™ est un espace vectoriel, et exactement comme ci-dessus on htirde
la structure vectorielle quotient induite par la relatiogqgliivalence égali€ u-presque partout”. La prog@é (2-(i)) est
alors satisfaite pat.||, sur I'espace.>.

Puisque f| < a u-p.p. pour toutr > || ||, ON & aussi la propeié suivante :

ferL> = LI <[ flloo #— PP )

Dans toute la suite, on oubliera I€8 et on ne consiérera en fait que les?. Cependant, leslements dd.? seront
implicitement considres comme des fonctions (ce qui revient en &aitonfondre une classe&tjuivalence avec I'un
guelconque de ses réq@entants) : cette identification d’'une classe avec ueseptant est en fait anodine, dans la mesure
ou les inégrales (par rappog i) sont les nemes pour tous les réggentants de la @me classe. Attention, toutefois :
lorsqu’on considre simultaément deux mesurgsetv, les classes équivalence ne sont pas le€mes relativemerit
chacune de ces mesures, et I'identification d’une cladas quelconque de ses r&sentants ne peut plus se faire.

Exemples :
1) Si E estfini et siu(E) < oo, tous les espacds’ (resp. tous les espac£S) pourl < p < +oco sont les némes.
2) Si E estfini ou &nombrable, & = P(E), etsiu({z}) > 0 pour toutr € E, alorsL? = L pour toutp € [1, co].
3) Soit E = IN avecé = P(F) etu la mesure de comptage ; on ndtel'espacel?(E, &, u) = LP(E,E, ). Cet
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espace est |I'espace des suites),c v telles que :
1/p
p € [1,00] = Z lun|? < oo et |[|(un)llp = (Z “np> ) (6)

p=0 = sup [u,| < oo et |[|(un)|locc = sup |uy|. (7)
n n

Lemme 5 Sip est une mesure finie etsi< p < g < 400, 0nal? C L9.

Preuve Siq < oo, 0na|f[P <1+ |f|?, donc

[isvan < [ 1smdn = uey+ [ Ifran

qui est fini sif € £9. Si maintenantf € L et sia = ||f||s, On a|f|? < a? (on peut gliger decrire “u-p.p.”,
puisqu’on considre des classes&hjuivalence). Dong | f|Pdyu < a?u(E) < oo. L.

Remargue.Ce ésultat est faux gi(F) = oo : par exemple §{E, £, 1) = (IR, R, A), lafonctionf(z) = 1 est dand.*°,
mais pas dans? sip < oo. Lafonctionf(z) = 271}, (x) poura > 0 estdand.? sip < 1/a, mais pas sp > 1/a.
Linclusion peut némeétre en sens inverse : en reprenant I'exemple 3 ci-dessus, on vdit qué? sip < q.

5.2 Lesespaces? pourl <p<oo

1) Nous allons commencer par unéegali€ faisant intervenir les fonctions convexes, et dont nd@dudons ensuite
deux iregali€s sur les normes pour les espatés

Rappelons d’abord que $i est un espace vectoriel, une pattiele F' est diteconvexesi pour touse,y € A on a
ax + (1 —a)y € A pourtouta € [0,1] (en d’autres termes, le “segment” fled’extrémitesx ety est tout entier contenu
dansA). Ensuite, s est un intervalle dér, (borré ou non), une fonctiort de I dansiR est diteconcavgresp.convexg
si l'ensemble{(z,y) € R? : z € I,y < ¢(x)} (resp.{(z,y) € R? : z € I,y > ()} est un ensemble convexe de
IR?. Remarquer que est convexe si et seulement-si) est concave. Noter aussi que/sest deux fois drivable dans
I'int érieur del, elle est convexe (resp. concave) si et seulement siseed seconde est positive (respgative).

Lemme 6 (Inégalite de Jensen)Soit v une probabilie sur(E, ), soit une fonction concave sur un
intervalle I de IR, soit enfinf une fonction eellev-intégrable, telle quef(z) € I pour toutz € E. On a

alors [ fdv e I, et
et < o [ra). ©

Preuve Posonsn = [ fdv. Soita I'extrémite gauche dd. Sia = —co onam > a. Sia > —coonaf > a par
hypottese, donen > [ adv = a puisquer est une probabilé. De néme sib est I'extémité droite del, on am < b si
b= oo, etm < bsib < oo : celaprouve quen € I.

Commey est concave, il existe au moins une droitelgfed’ équationy = a(x—m)-+1(m) qui est sitée enterement
au dessus de graphe dei.e.a(z —m) + ¥ (m) > ¢(x) pour toutz € I. Par suite

Joar < [(atz=m)+ vy = a [ v —am -+ om) = v(m)
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Lemme 7 (Inégalite de Holder) Soitp, ¢, ~ des nombres dg, oc] vérifiant 5 + 2 = 1 (avec la convention)
L —0).Sif € LP etg € LY, le produit fg appartientd L", et on a

gl < 1l £lpllgllg- ©)

Preuve Sip =¢=1r =o00,0Usip=r < oo etq = o, le résultat esévident. On suppose donc qugy, r sont finis.
Comme les normes dg g et f¢ ne font intervenir que les valeurs absolues de ces fonctions, on peut aussi supposer que
f etg sont positives. Par ailleurs Bif||, = 0 onaf = 0 u-p.p., donc aussfg = 0 u-p.p., dond|fg||. = 0. On peut
donc enfin supposer que le nomidre= [ fPdu est strictement positif.

On pose alorg” = fP/C, eton noter = f’ e 11 la mesure qui admet la dergsit’ par rapporg . Noter quev est
une probabilié, et quef > 0 v-p.p. (puisquef’ = 0 sur 'ensemble( f = 0}, doncv(f = 0) = [ f'1;—gydp = 0).
Etant doneés les rapports entgeetr, on a

/frgrdﬂ = /fgirfpd,u = C‘/ <?Z>T/qdu,

puisquep — r = pr/q. Commer < g, la fonctionz — |x|9/" est clairement convexe, et le lemmégident entraine que

friws o) - (fen)”

(en utilisant quel — r/q = r/p). Mais [ g%du = ||g||? etC = || f||?, de sorte que l'ibgalié precedente est exactement
9.0

Lemme 8 (Inégalite de Minkowski) Soitp € [1, 0], et f etg dansL?. On a

1F+ gl < 11f1lp + llgllp- (10)

Preuve Sip =1 le resultat est &s simple : en effet, en identifiant (comme on I'a sowdigitdessus) uglementf de
LP (i.e. une classe équivalence) avec I'un quelconque de ses@sentants, on a

1f ol = [17+oldu < [Q51+1ghdi = [ 1fldu-+ [ laldi = 1171 + gl
Dans le cag = oo, on a[f| < | f][sc 1-P-p- etlg| < |[glloc -P-p., donc aussif + g| < ||llo + llglloc #-p.p., de sorte
gu’on a (L0).
Passons au casid < p < oo. Soit ¢ le reel tel que% + % = 1., eth = |f + g]. En utilisant d’abord que
h? < (|f] + |g|)hP~1, puis 'inégali€ () avecr = 1, on obtient :

Jinedn < [ 1ine-taue+ [ gt < 1l + gl in?

1/q
= (11l + llgll,) ( / W”w) ,

ce qui donne finalemenf h?dp < (|| f|l, + llgllp) (f hpdu)l/q, puisqueg(p — 1) = p. Comme on a &ja vu queL?
est un espace vectoriel, on a ausseé L?, de sorte que h?dp < oo : on deduit alors de l'iegalie piecedente que

(f h”du)l_l/q <|Ifllp + |lg||,- Commel — 1/q = 1/p, on en dduit le ésultat. [

2) Nous sommes maintenan@ba cemontrer lesé&sultats principaux de ce paragraphe :

Théoréme 9 Sip € [1, oo], I'espace(L?, ||.||,) est un espace vectoriel noem




www.Zes- athematiques.net

Preuve Nous avons éja vu queL? est un espace vectoriel, et que sur cet espace I'applicétien|| f||, vérifie (i) et
(i) de (2). La proprete (iii) de (2) n'est autre quel(0).

Dans la suite, on dit qu'une suitg,,),,>1 de L? converge vers une limit¢ dansL?, et onécrit f, —" f, si
|| fn — fll, — 0. Rappelons qu’on a

fo =8 = falls = Nl (11)
(C’est en fait fait un @sultat @réral sur la convergence asseea une norme, qui seédnontre ainsi : on &u|| <
[|lu— ||+ ||v]| par l'inégali€ triangulaire, donfu|| — ||v|| < |Ju — v|| eton a de rame||v|| — ||u|| < ||u — ]|, de sorte

que| [[ul] —[lv][ | < [lu—2]]).
Signalons aussi les propiesévidentes suivantes :

felr e |flelr, etalors [[[f][l, =[lf]lp- (12)
[fl<gell = felP et]|fll, <llgllp (13)

Exemples :

1) Si E estun ensemble fini, avec la tribu de toutes ses partiesyetstiune mesure telle gie< p({z}) < oo pour
toutz € E, on a &ja vu queL? = L£P ne cepend pas dg, et il est clair que cet espace peut s'identiéigR” : une
fonction est simplement une famille finie deetsu = (u, : # € E). Onaalorg|ull, = (> ,cx |uw|1’u({x}))1/p,
et cette norme dacide avec la norme euclidienne usuellg sk 2 et siy est la mesure de comptage. Sinon, c’est
une norme diférente, mais la topologie asseeiest la rame dans tous les cas : c’est la topologie usuellgr&tr

2) Si on consiére I'espace’” décrit dans I'exemple 3 du paragraphe 1, la s(it&™) = (uﬁ{”’) ' € IN))m>1
converge dang’ (i.e. pour la distance asséeia la norme|.||,) vers la limite(u,,) si et seulement s | |u,(f”) -
up/P — 0 quandm — oo, lorsquep € [1,00[; Sip = oo, il y a convergence dan&® si et seulement si

sup,, |u5{") — u,| — 0. Ces conditions entrainent toutes qdj’él) — u, pour toutn.

Le second &sultat important concerne les rapports entre la convergefeesque partout d’'une suitg;, ), >1 de
fonctions (qui est aussi, comme l'appartenafc®’, une proprete des classes &juivalence), et la convergence dans
L? : pour étudier ces rapports, on supposera gue [1, o], le casp = oo étant de nature és differente. Supposons
dabord quef,, — f u-p.p. (rappelons que cela veut dire que I'ensemblexdesE pour lesquels,, (z) ne converge
pas versf(x) estu-négligeable). On ne pe@idemment pas conclure qe —~" £, ne serait-ce, par exemple, que
parce que les fonctiong, ou f n'appartiennent pasacessairemeri L?. Cependant, on a :

peloo], fo—fu—pp, |[ful<geLPV¥n =  f,=1Ff (14)

(appliquer le tkoeme de convergence dorém de Lebesgua la suite|f,, — f|P, qui converge p.p. ver8 et \érifie
|fn = fIP < (29)7 p-p.p.).

Dans le sens oppéson a la

[%2)

Proposition 10 Soitp € [1, oo]. Si f, —L" il existe une suitény),>1 Strictement croissante d’entief
telle quef,, — f wp-p.p. (on dit aussi: on peut extraire de la suii§,) une sous-suite qui converge p.
vers f).

o

Preuve On poseng = 0, et on dfinit par ecurrence la suite;, ainsi : si on connait;_; pour unk € IN*, on
peut trouver umy, € IN tel queny > ni_; et quel|f,, — fll, < 27%. PosonsA(k,q) = {|fn, — f| > %} (pour
g € IN*). D’apres I'inégaligé de Bienayra-Tchebicheff 3-12) appligieea la fonction| f,,, — f|?, on au(A(k,q)) <
@° [ | for — fIPdu < gP27P*.Onadond_, -, n(A(k, q)) < oo, etle lemme de Borel-Cantelli (corollairel) implique
que I'ensembleB(q) = lim sup;, A(k, ¢) estu-négligeable pour touf. Il en est donc de #me deB = U,>1B(q).

Soitz ¢ B. Pourtoutg > 1 onax ¢ B(q), ce qui veut dire qu'il y a (au plus) un nombre fini d’entidrsels
quez € A(k,q). NotonsK (z, q) le plus grand des entiefstels quex € A(k,q). Pour toutk > K(x,q) on a alors
| fr, (2) — f(2)] < % : commeg est arbitrairement grand, cela veut exactement direfquér) — f(x). On a donc
monte quef,, (x) — f(z) sixz & B, et le esultat est dmonte. O
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Lorsquep = oo, 0N a un ésultat bien plus fort : sf,, -~ f, alors en dehors d’'un ensemblegtigeable on a que
la suite( f,,),>1 converge uniforrement versf.

Corollaire 11 Soitp € [1, c0]. Si la suite( f,,)»>1 converge dand.” vers une limitef, et u-p.p. vers une
limiteg,onaf =g p-p.p.

Preuve Le réesultat @coule imnédiatement de la remarqueépedant [enon&, lorsquep = oo. Si maintenanp €
[1, 00, on a vu plus haut qu'’il existe une suitey,) telle quef,, — f wp-p.p., et comme,, — g p-p.p. on a a fortiori
fn, — g p-p.p.:lapropret f =g p-p.p. est alor@vidente.

Remargues :1) On ne peut pas faire mieux que la propositiénSoit par exemplé = [0, 1[, muni de la tribu baglienne
¢ et de la mesure de LebesgheSoitu, = >, % On noteA,, I'ensemble des € F qui sont de la forme = y + p,
avecp € Z etu, <y < u,41 (C'esta dire 'ensemble des points ¢, , u,1] “modulo 1”). Soit aussif, = 14,.On
af fod\ = ﬁ de sorte qug,, —~” 0 pour toutp € [1, 0o[. Cependant, comme, T oo, on voit que les ensembles
A, “glissent” le long deE une infinié de fois, de sorte quém sup,, f, = 1 etliminf, f,, = 0 : on n’a donc pas

2) Alinverse, sion af,, — f p-p.p. et siles fonctiong,, et f sont dand.?, il n'est pas ér quef, —L" ¢ Ssur
le meéme espace que dans la remarq@sgmente, soif,, () = nly 1/, (z). La suitef,, converge p.p. verg = 0, mais
[ f2dX = nP~! ne tend pas ver (bien-<ir, I'hypothese de 14) n’est pas satisfaite dans cette situation).

Proposition 12 Soitp € [1,00] et (f,)n>1 des fonctions dé? telles qued_, -, || fnllp < oo. La rie
>, [~ estalors presque partout absolument convergente, et convergenté flagtson a

13" Falle < 7 1l (15)

\oici quelques commentaires sur la signification deérein@. D’abord, dire que laésie " f, est p.p. absolument
convergente signifie que pour touten dehors d’'un ensembleégligeableN on a)_, |f.(z)| < oo, donc la &rie
numérique) ", f,(z) converge pour ces valeurs delLa convergence dans’ signifie que les fonctiong, = "7, f;
convergent dan&® vers une limitey. En vertu du corollairé 1, on a dongy(z) =, f»(x) pour toutz en dehors d’'un
ensemble &gligeable, et il est alors naturel de noer, f, la fonctiong.

Preuve Posons comme ci-dessys = >, f;, et aussih, = >, |fi| eth = lim, | h,. Supposons d'abord
p = oo. Il existe un ensembleégligeableN tel que siz € N°¢ on a|f,(x)] < ||fnlle. DONC Siz € N€ 0N a
h(z) <> || fallse < oo, donclagrie)”  f.(x)estabsolument convergente et sa sommg veérifie|g(z) — g, (z)| <
S nom | fmlloo : toutes les assertions sont alérsdentes.

Supposons ensuife < oo. D’aprés l'inégalié triangulaire et2) on al|h,|l, < S, |Ifill, < a, sia désigne la
sommen = ) || fa|lp, qui est finie par hypottse. D’apes le tieoreme de limite monotone, on a

/hpdu = limT/hﬁd,u = lm T [|h,[[5 < a”.

On en @duit queh?, étantu-intégrable, esu-p.p. finie, et il en esévidemment de @me deh. En d’autres termes la
série nunérique)  f,(x) est absolument convergente, et a fortiori convergente, sur 'ensgmblé(z) < oo} dont
le compEmentaire estégligeable.

Posongy(xz) = >, fn(z) pour tout pointr tel que la &rie soit absolument convergente, et (de rasnarbitraire)
g(x) = 0 ailleurs. On a bien{s |g| < h, donc [ |g|Pdp < [ hPdp < a? d'apres ce qui peade : on en d@duit quey € L?
etqu'on a (5).

Il restea montrer quey,, —-" g. Sih(z) < 0o, onag(z) — gn(x) = 352, ., fi, de sorte qu'en appliquant®) a la
serie commencari l'indicen + 1 (au lieu del), on obtient||g — g, |, < 2.2, ., || fill,- Cette derrére quanti est le
reste d'une &rie nuneérique convergente, donc tend verscela ackve la @émonstration.[]

Passons enfin au troésne et dernierasultat important. Rappelons qu’un espaderique estompletsi toute suite
de Cauchy convergecela signifie que, aved désignant la distance, toute suite,) de points erifiantd(z,,, x,) — 0
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lorsquen etm tendent vers l'infini est convergente (inversement, une suite convergente est toujours une suite de Cauchy,
gue I'espace soit complet ou non). Un espace vectoriel amwmplet est appekspace de Banach

Théoréme 13 Sip € [1, oo], I'espace(L?, ||.||,) est un espace de Banach.

Compte tenu du #oreme), il suffit d'appliquer la propositiori2 et le lemme @réral suivant :

Lemme 14 SoitF' un espace vectoriel no@nde norme|.||. Si toute grie ) " u,, verifiant) " [|u,|| < oo
converge dang’ (i.e., les sommes partielleg = ), u; verifient||v, —v|| — 0 pour un certairv € F),
alors I est un espace de Banach. -

Preuve. Soit(u,),>1 une suite de Cauchy. Pour tdutc IV on notep,, le plus petit entier tel quBu,, — u,,|| < 2~k
pour tousn, m > py, : d’apres la @finition des suites de Cauchy, existe, et on &videmmenpy, < pg1.

Posons alorsuy = u,, etwy = u,, — Uy, _, pourk > 1. On aljwy|| < oo, et||wy|| < 2=*~Y pourk > 1 par
definition dep;,_, et le fait quepy, > pj_1. Par suite}", ., ||wx|| < oo, et I'hypotrese implique quer,, = >-F  w;
converge (en norme) vers une limite

Enfin,on a

—k
nzpe = lun —wll < lun = up ||+ [lupy, —wll < 277 + [lup, —wl].

Comme||u,, — w|| — 0 quandk — oo, on en @duit quel|u,, — w|| — 0 quandn — oo, d’ou le résultat. O

5.3 Lespacel? et les espaces de Hilbert
3-1) Soit H un espace vectoriel&el). Unproduit scalaireest une application dB x H dansiR, note(u,v) — (u,v),
qui verifie
() (u,u) > 0 (positivite),
(i) (u,v) = (v,v) (symétrie) (16)
(iii) u — {(u,v) estlirtaire
On dit aussi qué., .) est unforme bilirtaire syrétrique positiveElle est ditestrictement positivei au lieu de (i) on a

() wvw#0 = (u,u) > 0. a7

Lorsque on aX7), on dit que I'espacél muni du produit scalairé., .) est unespace pe-hilbertien

Lemme 15 a) Si(.,.) est un produit scalaire, I'application — ||u|| = (u,u)"/? vérifie (i) et (iii) de (2),
et on a l'inégalite de Schwarz [{u, v)| < ||u]| ||v]]-
b) Si de plus on al(7), I'application v — ||u|| est une norme.

Preuve (16) implique que pour tout € IR :
0 < (u+azv,u+xv) = 22||v||* + 22 (u, v) + ||u] .

Le membre de droite est un tiime du second degqui est toujours positif, donc son discrimingntv)? — ||u||?||v||?
est regatif ou nul : on en&duit I'inégalie de Schwarz. En particulier 8i= 1 on obtient

[l +ol[* = ll* + 2(u, o) + [l * < [0l + 2[[ull [Joll +[lo][* = (] +[[0]))?,

de sorte que|.|| vérifie I'inégali€ triangulaire. L'homogréite del|.|| estévidente, ainsi que la condition (i) d&)(
lorsquona (7). O
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Définition 16 Un espace de Hilberést un espace vectoriel muni d'un produit scalaieifiant (L7), et
qui muni de la norme ass@g comme ci-dessus est un espace complet.

Exemple : L'espacelR? muni du produit scalaire usuel (qui au couple= (z;)1<i<d,y = (yi)1<i<a SSOCi€z,y) =
Zle x;v;), est un espace de Hilbert. La norme assedst la norme euclidienne usuelle.

3-2) Nous en venons maintenamtn tteoeme tes important :

Théoreme 17 L’'espacel? = L?(E, £, 1) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f.9) = / (f9)du, (18)
et la norme assoék est la norm¢.||». En outre, on a l'iregalitt de Cauchy-Schwarz :

Fglle < [[f]l2llgll2- (19)

Preuve Comme|fg| < f? + g%, on voit en premier lieu que si,g € L? alors fg € L', de sorte que la formule
(18) a un sens. Il estimétdiat @ cause de la lieari€ et de la positivéé de I'integrale) qud., .) vérifie (16), et aussi que
(f, f) = ||f]|3. On a donc 17), gracea (3). On a vu au teokme13 que (L2, ||.||2) est complet, donc c’est un espace
de Hilbert. Enfin (9) n’est autre que l'iBgali& de Schwarz applige aux fonctionsf| et |g|, pour le produit scalaire
ci-dessus (c’est aussi un cas particulier de&jalie de Hlder). O

Lorsquef, L f on dit aussi qud,, converge verg en moyenne quadratique

Corollaire 18 a) Sif,, —=° fetg, —&° g, onaf.g, —L fg.
b) Siu est une mesure finie, onlZ C L' et l'injection canonique d&? dansL! est continue, et on a

fer? = |lflh < VuE)lfll. (20)

Preuve a) Onaf,gn — fg = (fn— f)g+ f(gn — 9) + (fu — f)(gn — g), donc

I fngn = folli - < (I(Fn = Hgll +11f(gn = DIl + 11 = F)(gn — 9)I1a
< lfn = Fll2llgllz + [ f12llgn = gll2 + [1fn = Fll2llgn — gll2

en utilisant (9). On céduit alors| g, — fgl||2 — 0 des hypotkses.
b) On a @ja vu l'inclusion L2 c L' (lemme5), et la continuié de I'injection canonique@toule de Z0), qui elle-
méme esulte de 19) appligeea f etag = 1.0

3-3) Geonetrie des espaces de HilberDans ce sous-paragraphe, on coasedin espace de Hilbef, muni du produit
scalaire(., .) et de la norme assd@||.||. Nous allons donner quelquéements sur la “gonetrie” de H : il faut bien-Sir
penser 'exemple fondamental d’espace de HilbBrt= IR? donré apes la @finition 19: les principales propgies de
la geonetrie euclidienne se transposent aux espaces de Hilbert sans modification.

Unélement de sera appé& souvent un “vecteur”. Rappelons que— u (sous-entendu : da$) si||u, —u|| — 0;
rappelons aussi (cf. a8 (L1)) que siu, — w on allu,|| — ||u||, C’esta dire que I'application. — ||u|| de H dans
IR, est continue. Plus&réralement I'applicatiorfu, v) — (u,v) de H x H dansIR est aussi continue : &, — u et
vp, — v, 0N alu,, v,) — (u,v) (cela se @montre exactement comme la partie (a) du corollai)e
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Commencons par la notion d’orthogonalit

Définition 19  Deux vecteurs: etv de H sont ditsorthogonauxsi (u,v) = 0 (on écrit aussiv L v). Si
K est une partie dé&/ on appelleorthogonalde I, et on noteK ', I'ensemble des vecteuts € H qui
sont orthogonaus tous les vecteurs d€. Deux partieds et L de H sont ditesorthogonalesi K ¢ L+
(& LcKYH. O

Le résultat suivant estés intuitif en dimension finie (faire, par exemple, un dessin dans le cas de la dimgnsion

Proposition 20 a) L'orthogonal K- de toute partie’k’ de H est un sous-espace vectoriel férae d, et
est donc lui-rdBme un espace de Hilbdfermé signifie que la limite d’'une suite quelconque de vecteurs de
K appartient aussi K ).

b) (Théoeme de projection)Si K est une partie convexe feem deH (cf. avant le lemmes pour la
définition de la convex@), et siu € H, il existe un vecteur et un seul, Bdi s« de K et appeé projection
orthogonalale v sur K, qui minimise I'applicatiorv — ||v — u|| surK. On allxu = u Siu € K.

Preuve a) Pour tousu,v € K+ eta € IR on a(au,w) = alu,w) = 0 et {u + v,w) = (u,w) + (v,w) = 0 si
w € K : par suiteau etu + v sont dansk’ -, qui est donc un espace vectoriel..§i — u etu,, € K- etw € K ona
{(u,w) = lim,, (u,,w) = 0: doncu appartients K+, qui est donc feri@. Enfin la restriction du produit scalaies - est
encore un produit scalaire, et(si, ),,>1 €st une suite de Cauchy dals-, c’est aussi une suite de Cauchy d&hsdonc
elle converge vers une limite qui appartients K- d’aprés ce qui peadde : cela prouve quE - est aussi un espace de
Hilbert.

b) Soita = inf,ck ||v — ul|. Il existe une suitév,,),>1 dansK telle que||v,, — u|| — a. Montrons que cette suite
est de Cauchy. En effet, il est facile de vaimpartir de {6) et de||w||> = (w,w) que||w + w'|]? + |[w — w'||? =
2||lw||* + 2||w’||?. Donc

[vn + v, —2u|\2 + [|vn _UmHQ = 2|vy, _UH2 + [|vm _UHQ'

Par ailleurs la convexédeK implique 1 (v, + vy,) € K, donc||v, + vy, — 2ul[? = 4]| (v, + o) — ul[? > 4a?, et l
vient
|lvn — Um||2 < 2[|vn — uH2 + 2|V — UH2 — 4a®.

Comme||v,, — ul|> — a? on en &duit quel|v,, — v,,||> — 0 lorsquen etm tendent verso : la suite(v,,) est donc de
Cauchy, de sorte gu’elle converge vers une limitgui vérifie ||v — u|| = lim, ||v, — u|| = a, et qui appartienh K
puisqueK est ferné.

Il restea montrer l'unicié dev. Siv’ € K vérifie également|v’ — u|| = a, posonsvy, = v etvy, ; = v'.Ona
[|vl, — u|| = a pour toutn, donc d'apés ce qui pecede la suitdv,) est une suite de Cauchy, qui converge ; comme elle
admet les deux points limiteet’, il faut donc quey’ = v. Enfin siu € K, il est clair quev = « minimisev — ||v — v
surkK. O

Proposition 21 Soit K un sous-espace vectoriel feerde .

a) I xu est 'unique vecteur de K tel queu — v € K.

b) I est une application ligaire continue, contractant la norme (iJflIxu|| < ||ul[). Son image esk
et son noyau ek, et on I'appelle 'oferateur projection (orthogonale) suk.

c) Tout vecteur, de H se cecompose de masre unique en une somme= v+ w avecv € K etw € K+,
etonav = IIxu etw = I . v (donc les sous-espacéSet K+ sont supmentaires dansl).
dyOona(KH)* =K.

Preuve a) Soitv = IIxu. Pour toutw € K ettoutr € IR on av + 2w € K, donc
v+ 2w —ul? = |lv—ull? + 22(w,v —u) + 2®||[w|* > |jv—ull?

pour toutr € IR, ce qui n’est possible que &iv,v — u) = 0 : cela montre que — u € K+. Siv’ € K vérifie aussi
v —u € K+, le vecteuw — o’ esta la fois dands et dansk'* ; étant orthogona lui-méme, il est nul (pari(?)).
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b) Le fait quell x soit une application ligaire @&coule imnédiatement de la car@atsation (a). Il est clair que I'image
de H parlly est contenue dank, et commdlxu = u Siu € K, elle est exactemerdt’. D'aprés (a) on dlxu = 0
si et seulement si € K, donc cet ensemble est le noyauldg. Enfin, toujurs d’apes (a), on au = v + w avec
v=Ilguetw L v, de sorte quéju||? = ||v||* + ||w]||? et||[TLku||?> < ||u||? : ainsi,IIx est une contraction, et est donc
en particulier continue.

c) On a vu ci-dessus que = v + w avecv = Ilxu etw € K+. CommeK' est aussi un sous-espace vectoriel
fermé, et comme:—w € K et que tout vecteur d& est orthogonah K (propriéte évidente), la caraétisation (a) pour
;. implique quew = Il u. Siu = v’ 4+ w’ est une autre@omposition avee’ € K etw’ € K+, par difference
v—v' =w —westdangk N K+, et on a &a vu que cela implique — v' = 0 : on a donc acheévde prouver (c).

(d) On a @ja vu queK C (K+)+, et l'inclusion inverse dcoule de (c).[]

Soit K une partie d&?. L'espace vectoriebngende par K, et noé e(K), est le plus petit espace vectoriel contenant
K (il existe, car d’'une patk’ C H, d’autre part une intersection quelconque d’espaces vectoriels est un espace vectoriel).
Noter que, de maareévidenteg(K) est ausi 'ensemble des combinaisong&diies finies de vecteurs @&

La fermeture de(K) (i.e. 'ensemble des limites des suites convergentes de vecteaf&dpest encore clairement
un espace vectoriel, apgdiespace vectoriel fer engende par K. Enfin, on dit queK est totaldansH si I'espace
vectoriel ferng engends parK égaleH.

Corollaire 22 Une partieK de H est totale si et seulement&it = {0}.

Preuve Soit H' I'espace vectoriel fer@engends park. Il estévident qued’+ ¢ K+. Siu € K+, alorsu est aussi
orthogonala tous leslements de:(K) (utiliser (16)-(iii)) ; si alorsv € H' il existe desv,, € e(K) avecv, — v, et
comme(u,v,) = 0 pour toutn on a auss{u,v) = 0 et par suitex € H'* : on adoncH't = K+. CommeH’ = H

équivauta H'+ = {0} par (c) de la propositiofi1, on a le ésultat. (]

Le second sujet important est celui de la déalRappelons que $§F, ||.||) est un espace vetoriel noemsondual
est 'ensemblg”’ des applications ligairesy : F — IR telles quey(u)| < C|lu|| pour toutu € F, pour une certaine
constante” (cette derrére propréte est en faiequivalente la continuié dey). Il est clair quel” est un espace vectoriel,
gu’on munit d’'une normel.||" définie ainsi :

u
Il = sup(wt] s we £l < 1) = s s e Fu o) (21)
Lorsque(F, ||.||) est un espace de Banach, on peut montrer qu’il en esedeende 7', ||.||").

Théeoreme 23 SoitH un espace de Hilbert. On peut identifier le dgal’, ||.||’) avec(H, ||.||), en associant
atoutv € H I'application linéairet), définie pary, (u) = (u,v).

Preuve Siv € H l'applications, définie ci-dessus est aire continue etérifie ||1),||" < ||v|| d'apres I'inégalié de
Schwarz. Comme, (v) = (v,v) = ||v||?, (21)) implique ||, ||" = ||v||. Remarquer aussi que i, = v, le vecteur
v — v’ est orthogonah toutu € H, donc orthogonal en particuliérlui-méme, de sorte que= v'.

Il restea montrer qu’inversement, 8i € H' il existe unv € H tel quey = 1,,. Siyy = 0, v = 0 réponda la question.
Supposons donc qug # 0. Le noyauK det est un sous-espace vectoriel Hefermé a cause de la continéitdey, et
K n'est paséduita {0} (sinon on aurait{ = H d’apres le corollaire22, doncy = 0). Soit alorsw € K+, w # 0, de
sorte quep(w) # 0. Posons) = L)y

Tl

Pour toutu € H on poseu’ = u — :f((:fj)w. Onay(u') = 0,doncu’ € K, donc({u’,v) = 0 et

<’LL,,’U> - <ua U> -

estdonc nul : par suité(u) = (u, v) = 1, (u). O

Le troisieme sujet important est celui des bases orthonormales. Commencons pafinitierd:
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Définition 24  Un syseéme orthonormaést une famillg'w;);c; de vecteurs de I'espace de Hilbéftqui
vérifie (u;, u;) = 0sii # j et(u;,u;) = 1. Unebase orthonormalest un systme orthonormal total dans
H.O

D’aprés le corollaire22, un syséme orthonormalu; );c; est une base si et seulement si
(v,u;) =0 Viel = v =0. (22)

Attention : une base orthonormale n’est pas une basé&baigue”, au sensiotout vecteur serait une combinaison
linéaire finie de vecteurs de la base, sauf bignssH est de dimension finie.
Soit (u;)1<i<a UN Syseme orthonormal fini, el I'espace vectoriel fer@qu’il engendre X contientévidemment

I'ensemble des combinaisonséaires finies, = Zle a;u; (a; € IR) et, comme ce dernier ensemble adtvidence
fermé il est en faittgala K. Noter que s, = Zle a;u; ety = Zle b;u;, alors

d
<U,U> = Z aibj (ui,uj> = Zaibi.
1<i<d,1<5<d =1

Ainsi, K peutétre identife a I'espacelR? muni de la norme euclidienne, par la correspondanee (a;)1<;<q. Cela se
géréralise :

Proposition 25 Soit (u,,)nev Un syséme orthonormal @nombrable, e I'espace vectoriel feré en-
gendg par ce systme.

a) K estisomorphe, en tant qu'espace de Hilbartespace/? des suiteséellesa = (a,,),c v telles que
>, (an)? < oo. Plus piéeciment sic = (a,,) est dang?, la serie Y a,u,, converge dang{ et céfinit
un vecteuru(a) de K ; 'application a — u(a) est lirgaire bijective d&? dansK et préserve le produit
scalaire (donc la norme, donc elle est continue ainsi que son inverse) :

(Zanumanun) = Zanbn. (23)

b) Siu € H eta, = (u,u,), alorsa = (a,),en appartientad (2 eton ad_ a,u, = Ixu, eten
particulier

> (uup) < lulf?, (24)

n

avecégalite si et seulement si € K.

Commencons par un lemme, qui a ureiBt propre :

Lemme 26 Si(v,,)nev €St une suite de vecteurs deandeux orthogonaux, laésie ) . v, converge dans
H sietseulement§”, ||v,]|*> < oo, et on a alors

1D wall? = D llval (25)

Preuve Soitw, =Y i v; etS, = > i ||vi|[*. Sin <mona
m m m
[|wm — wall* = ( Z Vi, Z v;) = Z (visv5) = Z |vil > = Sm — Sn
i=n+1 i=n—+1 n<i,j<m i=n—+1

puisque(v;, v;) = 0sii # j. La suite(w,,) converge dan#l si et seulement si elle est de Cauchy, donc dame qui
precdde si et seulement si la suitg,, ),, est de Cauchy dan®, donc si et seulement 31. ||v;]|?2 < oco. Enfin sous ces
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conditions, on notev la limite de la suitgw,, ) ; exactement comme ci-dessus oja, ||> = S,,, et en passarit la limite
on obtient £5). O

Preuve de la proposition25. a) Soita = (a,) € ¢*. Comme||a,u,|| = a,, le lemme26 entraine que la&ie
>, Gnuy, CONVerge, et on note(a) sa somme. Il est clair que(a) € K, et quea — u(a) est lirgaire. £5) implique
|[u(a)|| = ||al|> (on note||.||2 et(.,.)2 la norme et le produit scalaire d&). On a(u,v) = % (|ju+ v||> + ||u — v[|?),
et une relation analogue entte|; et (., .)2 : donc I'application liairea — wu(a), qui preserve la norme, pserve aussi
le produit scalaire, et on 28). Enfin, 'image K’ de ¢? est un espace vectoriel contenantidgset contenu dan ; i
v, € K' etv,, — v, alors(v,,) est une suite de Cauchy daHs donc les inverses—!(v,,) forment une suite de Cauchy
dans¢?, convergeant donc vers une limite et évidlemmenty = u(a) : ainsi K’ est ferng, doncK’ = K etu(.) est
bijective de/? dansk.

b) Soitu € H etv = Hgu. Il existea = (a,) € (*> avecv = Y, anuy, etllalls = |[v]]. Siv, = Y1, a;ju;, on
a (Un, Um) = a;,y Sin > m, et commev,, — v on en &duit quea,, = (v, u,,) pour toutm. Pour terminer il suffit de
remarquer quéu||? = ||v]]? + ||u — v||?* (“théome de Pythagore”), donu|| > ||v||, avecégali€ si et seulement si
u = v, donc si et seulementsic K. O

Revenons pour termin@rl’espacel.? = L?(E, £, iu). On peutenoncer le thoeme23 dans ce cadre, ce qui donne :

Théoréme 27 L'espacel? est son propre dual, ce qui revieatlire qu'a toute application ligaire continue
¢y de L? dansIR on peut associer une fonctigne L? telle quey(f) = [ fgdu pour toutef € L?.

On a aussi le thoreme suivant, que no@noncons sansdnonstration :

Théoréme 28 Si i une mesure-finie sur(F, £) = (IRY, R?), 'espaceL? admet une base orthonormale
dénombrable.

Un exemple de base orthonormale Supposons qué& = [0, 1] soit muni de la tribu ba@liennef et de la mesure de
Lebesgue\. La suite de fonctions ci-dessous constitue une base orthonormafe dppeée labase de Haar
1 sik27" <z < (k+1)27" pour unk impair
I (l) =

-1 sik2" <z < (k+1)27" pour unk pair.

5.4 Le théoreme de Radon-Nikodym

Nous commencons ce paragraphe par quelques éonaplts sur les mesures avec dénpér rappora une mesure
donrée. L'espacéFE, &) estfixe. Rappelons que giest une mesure suF, £) et sif et f/ sont deux fonctions mesurables
a valeurs danf0), o], les deux mesuref e 1 et f/ e 1 sontégales és quef = f’ u-p.p. Ce qui suit est uneese de
variations sur la&ciproque de cegsultat.

Lemme 29 Siyu est une mesure-finie et sif est une fonction mesurabdevaleurs dang0, o], la mesure
v = f e u esto-finie si et seulement gi estyu-presque partout finig¢on a alors aussi = f’ e i avec la
fonction finie f' = f1{;<o0})-

Preuve Siv esto-finie il existe une suitg E,,),,>1 d’ensembles mesurables croissant veret avecv(E,) =

[(flEg,)dp < oo. Parle corollair® on aflp, < oo p-p.p., etcommes, T E on en éduit quef < co u-p.p.
Supposons inversement gie< co p-p.p. On posey = {f = oo} et, pourn > 1, F,, = Fo U{f < n}. LesF,

sont mesurables et croissent vérsPar hypotRse il existe aussi une suit€’,,),c v d’ensembles mesurables croissant
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versE et tels queu(G,,) < oo. La suiteE,, = F,, N G,, croit versE, et

v(Ep) = /(leoﬂGn)dMJr/(fl{fgn}mcn)du < 0+nu(Gn) < oo

puisqueu(Fy) = 0 : doncr esto-finie. O

Lemme 30 Soitx une mesure suE, £) et f et ' deux fonctions mesurables.

a) Si les fonctions’ et f’ sont positives, et si les mesurgs u et f/ o u sontégales etr-finies, on a
f=1 wpp.

b) Si les fonctiong’ et f’ sonty-intégrables et sif,, fdu = [, f’du pour tout A dans une class€ de
parties mesurables qui est stable par intersectidn® €« ¢ = AN B € C), qui contient une suite
(En)n>1 Croissant versE, et qui engendre la trib&. Alors f = f' u-p.p.
c)Si[, fdu > 0pourtoutd e £, onaf >0 u-p.p.

Preuve a) Soitv = fe = f' ey, et(E,),>1 une suite d'ensembles mesurables croissant¥easecv(E,,) < co.
SiA={f<flonaf, p fdu= [,z ['du < occ,de sorte que(f — f)lang,dn = 0 et comme linégrand
est positif ou nul on @duit de la proposition 31 que(f’ — f)lang, = 0 p-p.p. On en @duit quef’ < f u-p.p. sur
chaqueF,,, donc aussi suE. On montre de r@ame quef < f’' u-p.p., donc finalement = f' u-p.p.

b) Posons/, = fTep,v_ = f~epu v, = fTepetrs = f'~ e pu Ces quatre mesures sont finies (¢aet f/
sont inégrables), et 'hypotse implique que (A) + v/ (A) = v_(A) + v/ (A) pour toutA € C : Le theoreme 44
entraine alors que; + v/ = v_ + v/, et (a) impliquef ™ + '~ = f~ + f'* p-p.p., donc aussf = f’ u-p.p.

c)SiA={f<0}onaf(fla)du>0etfla >0, cequiimpliquefl, =0 p-p.p.: parsuitef >0 p-p.p. O

Remargue : Le résultat (a) ci-dessus est egfdut sans I'hypothse der-finitude. Si par exemplg(A4) = co si A # ( et
u(?) = 0 la mesuref e u égaley lorsquef > 0 partout.

Nous allons maintenant utiliser le&breme 27 pour montrer un &sultat tés utile dans les applications. L'espace
mesurablé E, £) est toujours fik.

Définition 31 Soit i etr deux mesures sy, £). On dit quer est absolument continue par rapp@t Si
tout ensemble-négligeable est aussinégligeable.

Théoreme 32 Soit i, et v deux mesures-finies sur(E, ). La mesurev est absolument continue par
rapporta p si et seulement si elle est de la forme= f e 1, pour une fonction mesurablga valeurs dans
R,.

Ce theoreme est appél THEOREME DE RADON-NIKODYM. La condition suffisante esvidente : si en effet
A e & verifiepu(A) = 0, lafonctionf1 4 estu-presque partout nulle, et commeA) = [(f14)dponaaussi(A4) = 0.
Pour la Eciprogue, nous commencgons par un lemme :

Lemme 33 Siu etr sont deux mesuresfinies telles que/(A) < p(A) pour toutA, il existe une fonction
f mesurablea valeurs dang0, 1], telle quer = f o p.

Preuve a) Supposons d’abord quesoit une mesure finie. On noté = L?(E, £, 1), avec sa normg.||.. Remarquons
que sig est mesurable positive, onfagdr < [ gdu (C'est vrai par hypotlse pour les indicatrices, donc paréarie
pour les fonction®tagees, donc par limite monotone pour les fonctions mesurables positives). Sidong?, on a
[lgldv < [lgldn < /u(E)||gll> (appliquer RO)). Par suitey)(g) = [ gdv est une application, clairement &aire,
de L? dansiR, et|(g)| < +/u(E)||g]|2 : par suitey) est unélement du dual dé?, et d’apes le tieoeme27 il existe
f e L?2telque [ gdv = ¥(g) = [ fgdu : en particulierv(A) = [, fdu pour A € £ d’'apres le lemme30 on peut
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choisirf > 0 etonav = f e pu. Enfin [, (1 — f)du = u(A) — v(A) > 0 pour toutA € &, et le lemme30-(c) entraine
f <1 pu-p.p., de sorte qu’on peut choisfra valeurs dan§), 1].

b) Passons au cawgral. Il existe une partition mesurab{€,,),,>, de E telle queu(E,) < oo pour toutn.
Notonsu,, etv,, les restrictions de etv a E,, (rappelons par exemple qug,(A) = u(A N E,)). On aévidemment
vn(A) < pyn(A) pour toutA, donc (a) implique que,, = f,, e u,, pour une fonctiory,, a valeurs danf), 1] : il restea
poserf = > f,1g, pour obtenir le gsultat. (]

Preuve du theoréme32. Soitn = p + v, qui est aussi une mesusefinie. On au(A) < n(A) etrv(A4) < n(A) pour
tout A € &, donc il existe deux fonctiong et i a valeurs dan§), 1] telles quen = g e etv = h e 1, en vertu du
lemme ci-dessus. Nous allons montrer que la foncfiqui vauth /g sur I'ensembleB = {g > 0} et0 sur B¢ réponda
la question.

D'abord, u(B¢) = [ glgedn = 0, puisqueglg. = 0, doncr(B¢) = 0 puisquer est absolument continue par
rapporta u. Donc siA € &, la proposition 3t5implique :

v(4) = v(ANB°) = / (hLange)dn = / (fgla)dn = / (FLa)dn,

et le esultat s’ensuitd

5.5 Ladualité des espaces”
La question du dual dé? a été reglee au tkoeme27, et ici nous allons &crire celui del.? pour les autres valeurs

finies dep. Encore une fois, I'espace meéyF, &, 1) est fixé.
Sip,q € [1, 0] vérifient% + % =1, etsig € L%, en vertu de l'iegali& de Hblder on peut poser poire L? :

by(f) = / (fg)du, (26)

ce qui cefinit une application ligaire continue sut?, donc unélement du dua(L?)" dont la norme @rifie |[1), [}, <
llg]|4- En fait, on a bien mieux, du moinssi< oo :

Théoreme 34 Soitp € [1, 00 etq €]1, 0] tels que; + ¢ = 1, et supposong o-finie. On peut identifier
le dual de(L?, |.||,) a I'espace(L, ||.||,), en associan& touteg € L? I'application v, définie par @6)
(eten particulier on d|, |}, = [|gllq)-

Preuve a) Commeu esto-finie, il existe une partition mesurab(#,,),,>; de E telle quea,, = p(E,) < oco. Lafonction
h =3, wirasy LB, €St mesurable strictement positive (& dy = 3, sorrays i En) < 32,51 25 < co. Donc
la mesure; = hP e 1, est une mesure finie.

b) Soit maintenany unéléement du dual dé&?, de norme||+||;, = a. Commeh € L?, on a a fortiorih14 € L pour
A € &, doncy(hl4) est bien éfinie, et il vient

1/p
Ll < allitall, = o [w1ad) = ana) . (27)

Pour toutd € £ on noteJ 4 la classe des partitions fini€smesurables del. SiA = (A4;)1<i<n € J 4, ON pOSe

n

7+(A7A) = Zq/}(hlz‘h)+7 7—("4’-’4) = Z@/}(hlA?)*

vi(A) = sup(ve (A, A) - A€ Ta), v_(A) = sup(v_ (A, A): A€ Ta).

Sie; = 1lorsquey(hlya,) > 0 ete; = 0sinon, on a aussj (A4, 4) = >0 eip(hla,) = v(> (heila,)), donc
Y+(A,A) < al|h 377 gilalp < al|hLallp, done

vi(A) < an(A)V?, (28)
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et de néme poun_. Enfin, on ay; (A4, A) —v_(A, A) = Y I, w(hla,) = (hla), doncy (A, A) = v_(A4,A) +
¥(h14) eton en éduit
B(A) = vi(A) - v_(A), (29)

¢) Montrons maintenant que. est une mesure éecessairement fineecause de2g)). D’abordv, (9) = 0 estévident.
Ensuite, soitB, C' deux ensembles mesurables disjoints glanion d'une partition dang g et d’'une partition dang’ ¢
étant une partition dang suc, on a clairement, (BUC) > vy (B)+v4(C). Alinverse, siA = (4;)i1<i<n € J BuC,
les(B; = A; N B)1<i<n €t(C; = A; N C)1<i<, sSONt dansy g etJ ¢ respectivement. Commie +y)* < at +y*, il
vient :

n

Y(BUC,A) =Y (0(hip,) +p(hlc,))" < Y (d(hlp,)" +¢(hlc,)T) < vi(B)+v_(C)

i=1 i=1

etdoncy (BUC) < vy (B)+ vy (C):onen éduit quev, est additive.

Pour montrer lar-additivité, soit(B,,),>1 une suite d’ensembles mesurables datdeux disjoints. On posg,, =
U™, B;, qui crdt versC' = U, B, et soitC], = C\C,,. Par additivie, v (Cy,) = .1, v4+(B;) ety (C) = vy (Cy) +
v (Cl). Maisn(C!)) — 0 parce que; est une mesure finie, don2g) implique quev (C/,) — 0 (c’estici qu'intervient
I'hypothésep < o) : ona donay (C) = Y, v (By), etv, est une mesure. Oréifierait de néme ques_ est une
mesure.

d) D'apres £8) les mesures finies, etr_ sont absolument continues par rapport, donc aussi par rappoat ..
D’apres le tleoreme32il existe des fonctiong, et/_, u-intégrables el valeurs dand? ., telles quev, = (. e u et
v_ ={(_ep. Onposey = ({4 — (_), et on va montrer qug € L4, quel|g||, < a et quey = 1), : comme on a vu
avant l'enoné du tteoeme qud|<, ||}, < [|g]4, on en @duira que|v,|[;, = |[|g|l4, et la preuve sera achies.

e) (29 montre quep(hls) = [(¢4 — (_)1adu = [ ghladp. En d’autres termes, on a

W(f) = / ofdu (30)

pour toute fonctionf de la formef = hl,4. Par lirtarig, on a 80) pour f de la formef = hk aveck finie étagee :
noter que dans ce cas ong| < K (¢4 + ¢_) pour une certaine constanké, tandis que/, et¢_ sontu-intégrables,
donc [ fgdu existe et est fini. Supposons maintenamhesurable avefi:| < K pour une constant&’. En consiérant
les parties positive etagative dek, on voit qu’il existe une suité,, de fonctionsetagees mesurables, avée,| < K,
qui converge simplement vefs; d'une part|hk,| < Kh € LP ethk, — hk simplement, doné.k,, —L7 hk par
(14), donct(hk,) — o(hk); d'autre partighk,| < K|gh| qui estu-intgrable etghk,, — ghk simplement, donc
[ ghkndp — [ ghkdy par le tleoeme de Lebesgue3() étant vraie pour chaquek,,, elle est vraie aussi pouk : on
a donc mont (30) pour toute fonction mesurabje= hk aveck borrée.

Supposong = 1, doncg = oo, et soith > a. Soitk = 14>y —1{y<_p}- (30) impliquey(hk) = [ |glhlyg>pydp >
b [ hlyg>eydp; onaaussi|hkl|y = [ hl{g>pydu, €t commei(hk)| < al|hk||; on arrivea une contradiction, sauf si
w({lg| > b}) = 0: par suite on dg| < b u-p.p. pour toudb > a, ce qui entraine qug € L™ et||g||« < a.

Supposong > 1, doncg < oc. Soit f,, la fonction de r@me signe qug, et dont la valeur absolue vdytq*11{|g‘§nh}.
fn/h étantboree, GO) |mp|lquew(fn) = fgfndﬂ = f |g|q1{|g|§nh}dﬂ; par ailleursf |fn|pdru’ = f |g|q1{\g\§nh}d,u =
Y (fn) puisquep(q — 1) = ¢. Commely(f,)| < al|f.l|, on en @duit quely:(fa)] < alv(fa)['/7, d'ol [(fa)] < al.
En d'autres termes] | f,,[Pdp = [ |g]91{jg<nnydp < a?. Comme{|g| < nh} crdit versE (carh > 0), le theoeme de
limite monotone entfiae que[ |g|%du < a? : par suiteg € LY, et||g||, < a.

On a donc moné dans tous les cas qyec L? et que||g||; < a, tandis que §0) impliquey(f) = ¢q(f) si f est

mesurable ef /h est borge. Soit enfinf € L?, et f,, = flfj<nny. Onaf, — f simplementetf,| < |f|, donc

d’apres (L4) on af, —" f, par suitey(f,) — ¥ (f) ety (fn) — ¥q(f). Commey(f,) = ¥q(fn) d'apres ce qui
préczde, on en éduit quey(f) = ¥4(f), etla preuve est enfin achsy. O

Remarque : Le résultat est faux poyr = oo : on a vu quel! peutétre identife a une partie déL>)’, via (26), mais ce
dernier espace est strictement plus grand Bud_a description du dual d&> est complexe et&passe les objectifs de
ce cours.



Chapitre 6

| a transform ee de Fourier

6.1 Deéfinition et propri etesélementaires

Dans (presque) tout ce chapitre I'espace de baséRéstmuni de la tribu boglienneR?. On note encore\, la
mesure de Lebesgue siit?, et on rappelle que l'iégrale (quand elle existe) d’une fonction &liennef sur IR est
note [ fd\g = [ f(x1,...,2zq)dz1...dzg = [ f(x)dz. Rappelons aussi que pourégrer une fonctiora valeurs
complexes, on peut iagrer €paément la partieéelle et la partie imaginaire.

La theorie des transforges de Fourier pisente plusieurs aspects cogmpéntaires :
1a) La transforrae de Fourier des mesures finies Btft.
1b) La transforrée de Fourier des fonctions@lles ou complexes) silR?, qui sont inégrables par rappoétla mesure
de Lebesgue : quitta consi@rer £paeément la partiegelle et la partie imaginaire, on se rane aux fonctionsaelles ;
quitte a écrire une fonctioné&elle comme diffrence de deux fonctions positives, on se@aeaux fonctions positives
(intégrables) : la transforee de Fourier d¢ > 0 sera alors simplement la transfagede Fourier de la mesure=
f e \y: cet aspect seeduit donc essentiellemeat(1a).

2) La transfornee de Fourier des fonctions complexes de&arégrable par rappog )\, : nous ne ferons que survoler
cet aspect.

3) La theorie des fonctions cardststiques pour les probab#is : c’est d’'une certaine mame un cas particulier de 1,
dont nous ne @velopperons aucunement les aspedsigpgues ici.

Définition 1  a) Latransfornée de Fourier de la mesurg: de masse totale finie s@iR?, R¢) est la
fonction delR? dansC' définie par

Alw) = / 2 {0) 1 (0, (1)

ol (u, z) désigne le produit scalaire usuel SBf (siu = (u;) etz = (z;), on a(u, ) = Z?Zl UjT;).

b) Si f est une fonctiora valeurs complexes, igrable par rappor la mesure de Lebesgue, tsansfornée de
Fourier est la fonction ddR? dansC' définie par

fw = [ e p(a)da, @

on écrit aussi parfoist f au lieu def.

Noter quele’(*)| = 1, de sorte que dand) et (2) les inEgrales sont bienédinies. Sif est une fonction positive,
Lebesgue-iréigrable,on g = i Siu = f e \g.
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Proposition 2 a) La transfornée de Fourier d’une mesure finie (resp. d’une fonction Lebesgégraile)
est une fonction continue. R
b) Les applications:. — fi et f — f sont lintaires, et on a

W) < p(RY, W) < / ()| da. 3)

c) La transforngée de Fourier du produit de convolution de deux mesures finies (resp. d'une mesure finie
et d’'une fonction irégrable, resp. de deux fonctionségtables) est le produit des deux transfées de
Fourier.

Preuve. (b) estévident (pour §) on utilise|e=27(»*)| = 1, et 2-(36)). Pour (a) et (c), il suffit par ligarié de considrer
le cas des mesures.

Soit ;. une mesure finie. Posons augsiz) = e~27(“*) Pour chaque € IR? la fonctionu 1, (z) est continue,
et|y,(z)| < 1:la proposition 314 entraine alors imiadiatement (a).

Soitp = uq * pe, OU py etus sont deux mesures finies. On sait quest aussi une mesure finie (cf. I'exemple 2 avant
la proposition 425), et 4-34) et 4-22) impliquent

) = [ ety = ( [e2menuan ) (e,

de sorte quéi(u) = g1 (u) iz (u).

Lorsquey est une mesure finie gtest une fonction irtigrable, quitté prendre les parties positives &gatives des
parties eelle et imaginaire d¢, eta utiliser la lireari€ de la transfori@e de Fourier et du produit de convolution, on
peut supposer qug > 0, et on sait alors que « f est la densé de la mesurg x (f e \;); d'apres ce qu’on vient de
voir, la transfornge de Fourier dg x f est alors le produiﬂf. Le résultat concernant le produit de convolution de deux
fonctions se montre de ladme margére. [

Par exemple, la transfoe de Fourier de la mesure de Dieacena € IR est
€a(u) = e~ 2mwa)  (en particulier, &o(u) =1). (4)

Cela est cofirent avec I'assertion (c) ci-dessus et le fait ggle 1« = p eteg x f = f. Des changements de variables
élémentaires dang&) permettent de montrer les progtés suivantes,lof est une fonction complexe Lebesguetintable
et ol @ désigne le complexe conjugwea :

g@)=f(—x) = §(u) = f(—u) = F(u). 5)

g(z) = f(z/a), a€BR\{0} =  §(u)=a'f(au). (6)

Exemple : les €ries de Fourier. On sait qu’'une &rie de Fourier est uneése de terme gréral a,,e?™™* indicée par
n € Z.Lorsque les, sontéelsetque ., |a,| < oo, lasomme d’'une tellesie apparait donc comme la transfdéen
de Fourier de la mesure suivante gr.

n = Z An€_n-

neEZ

6.2 Injectivité et formule d’inversion
Nous nous proposons démiontrer dans ce paragraphedésultat fondamental selon lequel deux mesures admettant

la méme transforree de Fourier sorégales, ainsi que quelques corollaires qui seémuné&s plus loin. Nous allons
commencer par un certain nombre ésultats auxiliaires. D'abord, soit la fonction

g(2) = ——e /2. @)
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Lemme 3 La fonctiong est la densi d’une probabilié surR?, et sa transforrae de Fourier es§(u) =

2,2
6—271 u

Preuve a) La fonctiong est positive, et b@lienne puisque continue. Pour montrer que c’est la dediine probabili
il suffit donc de prouver qué = [ g(z)dz vautl. D'aprés la proposition 20 0n a

1
= / g(@)g(y)dady = — [ e @ 2azqy.
R2 2 R2
Passons en coordo@es polaires : sD = IR?\{0} et A =]0, 00[x[0, 27, & tout point(p,#) € A on associe un point
et un seul(z,y) = h(p,0) de A de sorte que: = pcosf ety = psind. h est clairement ur!-difféomorphisme de
A dansD, dont le jacobien vauDh(p,6) = p. Donc en appliquant le #oeme 421 avech, A et D et la fonction

flz,y) = e~@*+v")/2 et en remarquant qugo h(p,6) = e—*°/2, on obtient (puisque I'ensemblB?\ D = {0} est de
Ao-mesure nulle) :

1 2
—/ flz,y)dzdy = —/ foh(p,0)pdpdd = by / de (/ e’ mpdp)
[0,27] 10,00[

(la dernere égaligé vient du tieoeme de Fubini, la fonction qu'on iagreétant mesurable et positive). En faisant le
changement de variable= p*/2 on voit que [;* e =" *12pdp = J, e *dz = 1, de sorte que? = - 02” do =1:
donc! = 1.

b) On ag(u) = f [ fu(z)dz, avecf,(z) = e~2muw=2*/2 | a fonctionu — f,(x) est clairement @rivable, de

derivee F, (x) = —2imx f, (z). Par ailleurs on &F, (z)| < 2r|z|e~"/2, et la fonctionz — 2x|z|e~*"/2 est Lebesgue-
intégrable : on peut donc appliquer le&eteme de @érivation sous le signe iagral (proposition 3:4), d'apres lequel;
est cerivable, de érivee donie par

§'(u) = —i\/ﬂ/xe*%”m*ﬁmdm

En faisant une iréigration par parties avee—="/2 (dont une primitive est-e~*"/2) ete~2i7u= (dont la cerivee enz est
—2imue”2"4®), on obtient

g/(u) — _ime—2iﬂuz—m2/2‘i—£ —u(27r)3/2/€_2iﬂuz_m2/2d$ _ _47_(_2“@(“).
La solution garérale de Iéquation diferentiellea variables 8parables”’ (u) = —4n> uf( ) étantf(u) = Ce= 27" et
comme on g(0) = [ g(z)dz = 1 d’apres (a), on voit que&cessairemerit(u) = e -2’ O

Ensuite, pour tout > 0 on consi@re la fonction
1 22 /952 1
9o (u) = We /20 = ;g(x/a) (8)

(doncg = ¢1). ll est facile par un changement de variable deifier queg,, est encore la dengitd’'une probabilié sur
IR, et d'apes ) sa transforrae de Fourier est

2 2, 2

go(u) = e 2™ )
Enfin pours > 0 on c&finit la fonction suivante sufz?, en utilisant la notation = (1, ...,z4)
ga, Hg ) = ;6_‘”2/2”2. (10)
o o(@5) (ov/2m)d

D’apres la proposition 20 et (9) sa transforrae de Fourier est

gda Hg(7 uj — 6727{_20’2"“‘2' (11)



www.Zes- athematiques.net

Lemme 4 Soitu une mesure finie syikR?, R%). On a:

3) (gao * 1)(2) = [pa fi(u)e?m(we)=2m e ul gy,

b) Pour toute fonctlon contlnue bageh sur IRY, l'intégrale [ hdyu est la limite defpa(9d,oxp) () h(x)dx
lorsques — 0.

Preuve a) Remarquons qug; ,(z) =
de Fubini, il vient

mgdi/%ﬂf(_x) par (10) et (11). Donc d’apes 4-36) et (2) et le treoeme

(Gaoxm)(@) = [gaole—y)ldy) = Fmr [ anjene (v — x)p(dy)
= s @) ([ 941200 (2)e 70757 dz)
_ ]’ 621’7\'(:0,,2) 2126222 /2dZ (f 6727,7r Y,z) (dy)) ,

d'ou le résultat.
b) Soitl, = [(ga4,- * p)(z)h(z)dz. On ala suite Bgalies :

I, = [Ma)dz ([ gao(r —yuldy) = [pdy) ([ h@)gao(r —y)dr) (par Fubini)
= [u(dy) ([ h(y + 2)ga,-(2)dz) (changement de variable= z — y)
= [u(dy) (J My +2)7ag941(2/0)dz)  (puisquega,q(2) = Jzga1(z/7))
= [u(dy) (J h(y + uo)ga,1(u)du) (changement de variable = z/0).

Posons aloré, (y) = [ h(y + uo)gq,(u)du, et soitC une constante telle qué(z)| < C pour toutz. On alh(u +
uo)gq1(u)| < ng,1( ), et d'apes 4-@2) et le fait queg est d’'ingralel par rapport la mesure de Lebesgue, on a
Jga 9a,1(u)du = 1 également, de sorte qiie, (y)| < C. Commeh est continue, on &(y + uo) — h(y) quands — 0.

On peut alors appliquer une preme fois le titoeme de Lebesgue pour obtenir gug(y) converge quend — 0
versfh gd 1(u)du = h(y). En appliquant une seconde fois l&éme tleoreme, on obtient qud k., (y)u(dy) —

J h(y)n(dy), et le esultat est prowd. O

Nous arrivons maintenant avateme fondamental’injectivité de la transforrae de Fourier :

Théoreme 5 a) La transforngée de Fourierji carac€rise la mesure finig (i.e. deux mesures finies ayant
méme transforr@e de Fourier sonkgales).

b) La transfornée de Fourierf caracerise la fonction complexe Lebesguegigrable f & un ensemble,-
négligeable pés (i.e. deux fonctions igrables ayant @me transforr@e de Fourier sorégalesh ;-presque
partout).

Preuve a) Il suffit d'appliquer le lemmel : si on connaiti, on connait aussj, , * p d’aprés le lemmet-(a), donc
aussi [ hdy pour toute fonction continue boge’ d'apres le lemmet-(b) : il restea montrer que si. et xi/ sont deux
mesures finies telles quehdy = [ hdy' pour toute fonction continue bage h, on ap = y'. Pour tout rectangle
A= H?Zl] — 00, a,] il est facile de construire une suite,,),,>: de fonctions continues telles qae< h,, < 1 et que
lim,, h, = 14. D’aprés le tteoeme de Lebesgue on@A) = lim,, [ h,dpu, et de néme pouy.. Par suitg:(A) = p/(A)
pour tout rectangle comme ci-dessus, et on sait que cela entraing’.

b) Si on remplace par une fonction positive Lebesgueégtablef, le lemme pécedent reste encore valide (puisque
cela revienta prendre pour: la mesuref e )\;). Par lirtari€ on remarque alors que le lemme reste aussi valide gpour
rempla@ par une fonction complexe &grablef.

Deuxfonctlons complexesget f/, Lebesgue-iréigrable, ayant @me transforrae de Fourier &rifient doncfA x)dx =

fA x)dx pour tout rectanglel = ]‘[?:1} 00, a;|, par le néme argument que ci-dessus : le lemn&05b) (applige
sepaement pour les partiegelles et imaginaires deet ') permet alors de concluré.]
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On peutétre plus pecis : en combinant les deux assertions du lerdme voit que sih est une fonction continue

borree, on a:
/hdu = llirol/h(l')dx (/ ﬂ(u)eziw<u,x)—2n2g2|uQdu>7 (12)

ce qui est unéormule d'inversiordes transforraes de Fourier des mesures finies. Pour les fonctions, on peut faire mieux :

Théoreme 6 a) Sip est une mesure finie dont la transfd@rende Fourier est Lebesgue-iagrable, elle
admet une dengtcontinue et boreeg par rapporta la mesure de Lebesgue, d@apar la formule

o) = / A0 (1) du, (13)

b) Sif est une fonction complexe Lebesgué&gmable, dont la transforée de Fourier
estégalement Lebesgue-@grable, on a

f(z) = /e%ﬂ“*”f(u)du pour \4-presque tou. (14)

Vu le theoeme5(b), dans (b) ci-dessus on ne peut pas faire mieux dagalie \;-p.p. ; d'ailleurs, le membre de
droite de (4) est continu bora, ce qui n'est pasatessairement le cas de

Preuve a) Soitg définie par (3). L'intégrand du membre de droite est continuret majoé en module par la fonction
intégrablel |, doncg est borige, et continue @icea la proposition 3t4. Par ailleurs, sh est continué support compact
dansIR?, on peutéchanger limite et iigrales dans le membre de droite d&)((theome de Lebesgue). On obtient
alors [ hdp = [ h(x)g(z)dx pour toute fonctiorh continuea support compact.

Soit maintenan€ la classe des rectanglés= H?zl]aj, b;] avec—oo < a; < b; < oco. Cette classe est stable par

intersection, contient une suité,, ), >1 croissant verdR?, et engendre la trib®<. De plus sid € C il est facile de
construire des fonctions,,, h, continuesa support compact, telles qig — 14 et0 < h,, < h. On céduit alors de
J hodp = [ hy(2)g(x)dz et du tleoreme de Lebesgue quéA) = [, g(x)dx.

Le lemme 530-(b) applique aux fonctions) et ¢’ = partie imaginaire dg (qui verifie [, ¢’(x)dz = 0 pour tout
A € C d'apres ce qui peazde) impliqguey’ = 0 Ag4-p.p., et la continué deg (donc deg’) entraine qu’en faiyy’ = 0, de
sorte quey esta valeurs eelles.

Soit alors les mesures. = g+ e \getv_ = g~ e )y, qui Vérifientr, (4) < co etv_(A) < copourA € C.On a
donc en faitu(A) + v_(A) = v, (A) pour toutA ¢ C, et le tteome 44 implique . + v = v, SialorsN € R? est
Aq-négligeable, il vienv (N) = v_(N) = 0, doncu(N) = 0 : par suitey est absolument continue par rappadit,,
et d'apes le tleoeme de Radon-Nikodym il existe une fonctibpositive Lebesgue-iggrable, telle qug = k o 4. Si
E, =] —n,n]? les fonctionsk1p, etgly, sont Lebesgue-iggrables etérifient [, (k1p, )(z)de = [, p k(z)de =
fAnEn g(x)dz = [,(91g,)(x)dx pour toutd € C, donc le lemme 30-(b) entraingklg, = glg, Ag-p.p. pour tout.
Onadonc ausgt = g \g-p.p., ce qui ackve la @monstration de (a).

b) Lorsquef > 0 le résultat @coule de (a) appliua la mesurg: = f o \; (puisqu’alorsiy = f, et que sij est une
densié deu par rapport A\g onaf = g A\g-p.p. d'apes le lemme 50). On passe au cagrgeral en prenant les parties
positives et Bgatives des partiegelle et imaginaire d¢. [

6.3 Quelques esultats de densi

Nous interrompons un moment I'expgosle la tleorie de la transforée de Fourier pour donner legsultats de
“densi€” qui nous serontécessaires. Le premier est @sultat @réral de tleorie de la mesure.
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Proposition 7 Soit(E, £) un espace mesurable muni d’une mesure fireéG une algbre de parties dé&’,
engendrant la tribl£. Pour toutA € £ il existe une suit¢A,,),,>1 d’éléments dg telle queu(AAA,) — 0
quandn — oo.

Preuve NotonsD la classe desi € £ pour lesquels il existe une suité, € G telle queu(AAA,) — 0. Soit
A,B € D avecA C B, et deux suitesd,,, B, € G assocdes comme ci-dessus. Comigeest une algbre on a
Cpn = B, N (4,)°¢ € G, tandis qué B\A)AC,, C (AAA,) U (BAB,). Onadonc

W((BVA)AC,) < p(AAA,) +pu(BAB,) — 0,

de sorte queB\ A € D. De meéme sid,, € D est une suite croissante, de limie pour toutrn € IN* il existen tel que
w(A\A,) < 1/m; pour touti < n il existeC; € G tel queu(A;AC;) < 1/nm. SialorsB,, = U ,C;,onaB,, € G
etAAB,, C (A\A,) U (U, A;AC;), donc
(AAB,,) < u(A\A )+§n: (AAC) < ~ 4 _ 2
/~L m = M n g ,U, ) ) = m nm - ma
doncu(AAB,,) — 0 quandm — oo. Par suiteD est un\-syseme, et le lemme 2-implique queD = £ : on adonc le
résultat cherch. O

Le résultat suivant est plus qu'’il nous faut pour la suite :

Proposition 8 Soity une mesure de Radon st (= une mesure telle que(K) < oo pour tout compact
K). Sip € [1,00[ etsif € LP = LP(IR*, R, 1u), il existe une suité f,,),>1 de fonctions inéfiniment
differentiablesa supports compacts qui converge vérdansL?.

Preuve Quittea approcher&aémentf* et f—, on peut supposer que > 0. Si les(g,,) vérifient0 < g, < f et
croisssent verg, on ag, —~" f par 5-(4) : il suffit donc d’approcher dang? chaque fonctiory,, par une suite de
fonctionsC* a supports compacts, donc on peut en fait supppstage. Sif = Z?:l a;14,, par lintari il suffit
d’approcher chaque indicatridg ; : par suite on peut supposer gfie= 14 avecu(A) < oo (puisquef € LP).

Soit les ensembleB,, =] — n,n]?. Sie > 0 il existem tel queu(A N (E,,)¢) < e puisqueu(A) < oo. Par ailleurs
notonsg la classe desunions finies de rectangles dedsdeux disjoints de la formE[;l:l]aj, b;] - il est trés simple de

vérifier queg est une algbre, et on sait que la tribu engeédresiR?. Le lemme pecadent appligaa la restriction de:
a E,, (qui est une mesure finie puisquest de Radon) permet de trouvere G tel queu(E,,N(AAB)) < ¢, eton peut
bien-gir supposer qu8 C E,,.Onal|la—1p||, = u(AAB)?, etu(AAB) < u(AN(E,)¢)+u(EnN(AAB)) < 2.
Commes est arbitraire, il suffit donc de montrer lesultat pour chaquB ci-dessus, ce qui revieatsupposer qud € G
et A C E,, pour unm. Enfin, par lirearie une nouvelle fois, il suffit de congicer le cas B A est un rectangle boéen il
est alors tés facile de construire des fonctions &fidiment diférentiablesf,, telles qued < f,, < 1, pour unm fixé,
et quef,(z) — 14(x) pour toutz. En appliquant une nouvelle fois 54) on obtient quef,, —~" 14, et la preuve est
acheee. (J

Remarque : Ce iesultat est faux lorsque = oo : on ne peut pas approcher une indicatrice d’ensemble par une suite
de fonctions continues, au sensid® : en effet, la convergence dahs® est “presque” la convergence uniforme. De la
méme margre, les quelquegsultats qui suivent sont faux pople= oo.

Voici maintenant quelques applications.

Lemme 9 Soit f une fonction d&.? = LP(IR%, R%, \4), pour unp € [1, oo, et notonsr, f la “translatée”
de f définie parr f(z) = f(z +t) (pourt € IR?). Alorst — 7, f est une fonction continue d&? dans
LP.

Preuve Par un changement de varial@feident, il est clair que; f est dansl? et ||r, f||, = ||f]l,. Soite > 0. La
proposition pecédente nous donne une fonction contidugupport compagttelle quel|f — g||, <e. Ona

N f — 7 fll, < Urf —mall, + g — 7o0ll, + lTeg — 7o ..
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Onal|rf — ngllp = ||7s9 — 7s9llp = ||f — gl|p < €. Par ailleurs sk est fixe on ar,g(z) — 7,9(x) pour toutz lorsque
t — s puisqueg et continue, etr;g| est majoé parC1y pour une certaine constanféet un compact convenablé
lorsquet décrit la boule de centre et de rayorl : cette fonctiorétant dand.?, 5-(14) implique||7.g — Tsgl|, < € Sit
est assez proche dePar suitd|r, f — 7, f||, < 3¢ pourt assez proche de et on a le ésultat puisque est arbitraire.]

Corollaire 10 Si f est dansl? = LP(IR?,R% \,) pour unp € [1, 0], les fonctiongy, , « f convergent
vers f dansLP? lorsques — 0.

Preuve Lorsquep = 1il n'y a pas de prol#me pour éfinir le produit de convolution puisque les deux fonctions sont
intégrables. Sp > 1, la fonctiony — f(z — y) est dand.? (mais pas forement dand.'), et il est facile de @rifier que
sil/p+1/q =1, alorsg, , est dand ¢ : d’apres Holder, le produit de ces deux fonctions est dansde sorte qu'on
peut cefinir le produit de convolution par la formule 38).

Comme/ g4,,(z)dz =1,0na

P

g 5 f — FII2 = / dz | [ gua)(F(z —v) — f(2)dy

< [a ( [ssctlre = - f(w)l”dy>

en appliquant ilder aux fonctiong — f(x — y) — f(z) ety — 1, pourl/p + 1/q = 1 et relativemend la probabilié
de densi g, , par rapporta \q. D'aprés Fubini, il vient alors

90w f — FII2 < / G0 )|y f — FIl2dy = / 902 () 7ze — FlI2dz

par le changement de variablgs- zo. Il suffit alors d’appliquer le lemme pradent, le tBoeme de Lebesgue et le fait
que||r.f — fll, < 2||f]|, pour obtenir que I'expression ci-dessus tend Vesso — 0. O

Terminons par une application aux transfé@es de Fourier. La transfoéa de Fourier
d’une fonction inégrable n'est pasatessairement iagrable, mais on a :

Proposition 11 Si f est Lebesgue-iagrable surlR?, alors f (1) — 0 quand|u| — co.

Preuve On poseh, = 9d.o * f— f. () implique |h | < ||he|l1, qui tend verd) d’aprés le corollaire ci-dessus. La
proposition2 entrdne queh, = (Gd,0 — 1)f de sorte quel(l) |mpI|quef( ) = he (u)/(e —2m%0?ful® _ 1). Sie > 0on

choisit alorss de sorte quélh, ||; < e, puisA de sorte qua — =27 7"4* > 1/2. Si|u| > A onaalors f(u)| < 2, et
commes est arbitraire on a leésultat. [

6.4 Latransformée de Fourier dansL?

Nous allons voir qu’on peut aussifinir la transfornée de Fourier des fonctions siR¢ qui sont de cag integrable
(et pas kcessairement iagrables). Dans ce cas, la formul peut ne pas avoir de sens, et il faukogr autrement.

Dans ce paragraphe, nous notdifs 'ensemble des (classesédjuivalence pour &gali€ presque partout des) fonc-
tions complexes sui?, dont le care du moduld f|? est Lebesgue-iggrable. C’esévidemment un espace vectoriel sur

le corpsC, sur lequel on éfinit une norme|f||s = 1/ [ |f )|2dx. De manére plus pecise, cette norme est assEEi

au produit scalaire - complexe éfini par(f, g) = [ f(z)g(z)dz, eton||f||3 = (f, f) : tout marche comme dans le cas
réel, sauf que la syéairie du produit scalaire est rempm:lm par la prop&t (f, g) = (g, f). On cEmontre exactement
comme au chapitre predent que.Z, est unespace de Hilbertsur C).

Commengons par un lemmej on csigne pac;,; 'ensemble des fonctions complexes #f qui sont continues,
borrées et Lebesgue-iegrables. Une telle fonctiofiverifie | f|> < C|f| siC = sup | f(z)|, de sorte qu’elle est aussi de
carie integrable.
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Lemme 12 Sif € Ci,;, alors f € L et||f]|2 = ||f]|2-

Preuve Exactement comme dans la preuve deotbme®6, le lemme4 est valable aveg: rempla@e par la fonction
intégrablef, a condition que dans la partie (b) on lifef (z)h(z)dz au lieu de[ hdpu. Il vient alors, puisquef|* = ff
et f est continue boree ;

£ = [ f@F@)dz = limgyo [ F@)da (f flu)erinwn—2e" " gy )

2

= limgloff(u)e*%%.

o du ([ Tyt do )

= limoloff(u)efzﬂ%z‘"'Qf(U)d%

ou la secondeegalie vient du tieoeme de Fubini (qu'on peut appliquer puisqfieest boriée etf est inégrable).
L'intégrand de la derare expression ci-dessus eselrpositif et crit vers|f(u)|? lorsques | 0 : le résultat provient
alors du tieoeme de limite monotonel]

Rappelons qu'on note aussif = f. Ce qui pecdde signifie qu'on peut congider F comme une application du
sous-espac€;,,; de L%, dansLZ,, qui est clairement ligaire, et que cette applicatiorgserve la normg.||s.

Théoréme 13 L'application F deC;,,; dansLZ, définie ci-dessus admet une extension uniqué&eencore
F, de L% dans lui-néme, qui est un isomorphisme d’espaces de Hilbert (= elle estilie bijective et
préserve la norme), et qui wide avec la transforée de Fourier duZ) pour les fonctions dé?2, qui sont
Lebesgue-iriigrables. De plus, I'inverse d& sur LZ, est donie par

(F W) = (FH(~u). (15)

Si f € LZ, la fonction Ff est encore appet la transforr@e de Fourier de, et on I'écrit méme parfois sous la
forme (2) bien que I'inegrale n'ait pas de sens eargral. Noter toutefois que dans ce c&s, est la limite dandl.? des
fonctionsu — f{m:lm|<A} e~2im{w.2) £ (1) dx lorsqueA — oo. Remarquer aussi quéd) est 'analogue delf). Enfin,

F~! est appdde latransfornée de Fourier inverse

Preuve a) I'existence et I'unici de I'extension vont provenir de ce qag,; est dense dank%, ce qui signifie que
toute fonctionf de L% est limite pour la normél. || d’une suite(f,,),>1 de fonctions de;,,; : cette prop@te decoule
immédiatement de la propositighappliqLee aux partieseelle et imaginaire d¢, compte tenu du fait qu’une fonction
indéfiniment @érivablea support compact est daf,;.

Soit en effetf et f,, comme ci-dessus. La suitg¢,) est de Cauchy dansg,, donc il en est de @me de la suitéF f,,)
par le lemmel2, donc cette der@re suite converge vers une limite @ef f. Si(f!) est une autre suite d&,,, telle que
[ fr, = fll2 — 0, onaaussj| f, — full2 — 0, donc||F f], — F fn||l2 — 0 : en d’autres termes% f ne cepend pas de la
suite(f,,) choisie, et cela&finit une extension d& a L% qui estévidemment ligaire, et qui peserve la norme. St
était une autre extension, on aurait aussif,, — 7' f||> = ||f» — fll2 — 0, de sorte que&cessairemerst’ f = Ff :
donc I'extension est unique.

b) Supposons maintenant qyiec L% soit en plus Lebesgue-igrable. Nous pouvonsfinir sa transforrée de
Fourierf par (2), et aussi la fonctiotF f comme ci-dessus. En examinant la preuve de la propositorvoit facilement
qu’on peut trouver une suitg,,) de fonctions inéfiniment e@rivablesa support compact, convergeant véransLZ, et
dansL¢, simultarement {, désigneévidemment I'espace des fonctions complexes Lebesgagrattle, avec la norme
||fIl1 = [ |f(z)|dz). D'une partla propositiot implique quel f,, — f| < ||fn— f|l1 — 0; d’autre part on a vu ci-dessus
quef, = Ff, — Ff dansL. On en @duit queF f = f.

c) SoitG 'image deLZ parF. Nous allons montrer maintenant qGe= L%, : cela ackvera de prouver qug est
un isomorphisme.
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D'abord, commeF est lingaire,GG est un espace vectoriel, et on va voir qu'il est férnsi f,, € L% etsiFf, — g,
onal|fn, — fmllz = |F fa — Ffullz — 0 qundn, m — oo, donc la suitg f,,) converge vers une limitg dansLZ, ; en
vertu de ce qui @ade, on a dong = F f, doncg € G et est ferng.

CommeG est un sous-espace vectoriel fénoe LZ,, pour montrer quéz = LZ, il suffit en vertu de la proposition
5-21de montrer que sf € L% est orthogona G, alorsf = 0. Mais on a vu qug,,, est la transforrée de Fourier d’une
fonction deC;,,; (cf. (10) et (11)), doncgy,, € G. Il en est de réBme de ses trans&dsr, g4, (car on ar, (Fh) = Fh' si
W (z) = h(z)e~%m(@2)) Donc sif € L estorthogonaldG on a

(900 % F)(@) = / G4y — TGy = (T—sgams ) = O,

ou ci-dessug., .) désigne le produit scalaire datig,. Ceciétant vrai pour toutr > 0, le corollaire10 implique que
f=0.

d) Il restea prouver {5). Lorsquef € LZ N L¢,, cette formule n’est autre qu&4). CommeF et F~! preservent la
norme||.||2, et commeLZ N L¢, est dense danky,, le résultat est alorévident. O
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