
Théorie de l’intégration
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2.1 Les fonctions mesurables. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .15
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Chapitre 1

Introduction - La notion de mesure

1.1 Rappels sur les ensembles

Consid́erons un ensembleE, c’est-̀a-dire une collection d’objets appelés les “́eléments”, ou les “points”, deE. L’ap-
partenance d’un pointx à l’ensembleE est not́eex ∈ E, etx ∈/ E signifie que le pointx n’appartient pas̀aE.

Une partie deE est aussi un ensemble, appelé sous-ensemble deE : on écritF ⊂ E (on dit aussi queF est “inclus”
dansE) lorsqueF est un sous-ensemble deE.

Rappelons les oṕerationśelémentaires sur les parties d’un ensemble :

Intersection : A ∩B est l’intersection des ensemblesA etB, i.e. l’ensemble des points appartenantà la foisàA et àB.

Réunion :A∪B est la ŕeunion des ensemblesA etB, i.e. l’ensemble des points appartenantà au moins l’un de ces deux
ensembles.

Complémentaire : SiA ⊂ E, son compĺementaire (dansE) est l’ensemble des points deE n’appartenant pas̀aA ; on
le noteAc, ou parfoisE\A.

Diff érence syḿetrique : A∆B est l’ensemble des points appartenantà l’un des deux ensemblesA ouB, mais pas aux
deux ; on a doncA∆B = (A\(A ∩B)) ∪ (B\(A ∩B)).

Ensemble vide :C’est l’ensemble ne contenant aucun point ; on le note∅.

Ensembles disjoints :Les ensemblesA etB sont ditsdisjointssiA ∩B = ∅.

La réunion et l’intersection sont des opérations commutatives et associatives : on aA∪B = B∪A etA∩B = B∩A,
et aussiA∪ (B ∪C) = (A∪B)∪C etA∩ (B ∩C) = (A∩B)∩C, ensembles qu’on note naturellementA∪B ∪C et
A ∩B ∩C. Plus ǵeńeralement si on a une famille(Ai)i∈I d’ensembles, index́ee par un ensemble quelconqueI, on note
∪i∈IAi (resp.∩i∈IAi) la réunion (resp. l’intersection) de cette famille, i.e. l’ensemble des points appartenantà au moins
l’un desAi (resp. appartenantà tous lesAi) : l’ordre d’indexation desAi n’a pas d’importance.

Les ensembles suivants seront utilisés sans cesse :

IN = ensemble des entiers naturels :0, 1, 2, ...
IN∗ = ensemble des entiers naturels non nuls :1, 2, ...
ZZ = ensemble des entiers relatifs :...,−2,−1, 0, 1, 2, ...
QQ = ensemble des rationnels

IR = ensemble des réels =]−∞,∞[
IRd = espace euclidien réel de dimensiond (doncIR1 = IR)

ĪR̄ = [−∞,∞]
IR+ = [0,∞[
ĪR̄+ = [0,∞]
CC = ensemble des nombres complexes.

L’ensemble des pointsai index́es par un ensembleI est not́e{ai : i ∈ I}. Si on a un nombre fini de pointsa1, ..., an, on
écrit aussi{a1, a2, ..., an}.

On sera ameńe tr̀es souvent̀a faire des oṕerations faisant intervenir+∞ (qu’onécrit souvent, de manière plus simple,
∞) ou−∞. Pour que ces opérations aient un sens précis, on feratoujoursles conventions suivantes :

+∞+∞ = +∞, −∞−∞ = −∞, a+∞ = +∞, a−∞ = −∞ si a ∈ IR, (1)
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0×∞ = 0, a ∈]0,∞] ⇒ a×∞ = +∞, a ∈ [−∞, 0[ ⇒ a×∞ = −∞. (2)

Les ensembles d́enombrables :on dit qu’un ensembleE estdénombrables’il est en bijection avecIN , c’est-̀a-
dire si on peut́enuḿerer ses points en une suite(xn)n∈IN (ce qui implique notamment quexn 6= xm si n 6= m) : c’est le
cas deIN lui-même, ou deIN∗, deZZ, deQQ, ou encore des entiers pairs, ou de toute suite strictement croissante d’entiers.
Ce n’est pas le cas ni deIR, ni des intervalles[a, b] lorsquea < b.

Voici quelques propríet́es des ensembles dénombrables : d’abord, toute partie d’un ensemble dénombrable est elle-
même finie ou d́enombrable. La ŕeunion d’une famille finie ou d́enombrable d’ensembles eux-mêmes finis ou d́enom-
brables est un ensemble fini ou dénombrable. En revanche siA est n’est pas fini ou d́enombrable, il en est de m̂eme de
A\B pour toutB ⊂ A qui est fini ou d́enombrable.

Quelques ŕesultats utiles sur les śeries :Rappelons enfin quelques définitions et ŕesultats sur les séries, notam-
ment sur celles̀a termes positifs. Soit(un)n≥1 une suite nuḿerique, etSn = u1 + ...+un la “somme partielle”̀a l’ordre
n.

(S1) La śerie
∑
n un est diteconvergentesi Sn converge vers une limitefinie S, not́ee aussiS =

∑
n un (c’est la

“somme” de la śerie).

(S2) Si la śerie
∑
n un converge, lasuite(un)n≥1 tend vers0. La réciproque estfausse: on peut avoirun → 0 sans

que la śerie
∑
n un converge.

(S3) La śerie
∑
n un est diteabsolument convergentesi la śerie

∑
n |un| converge.

(S4) Si on aun ≥ 0 pour toutn, la suiteSn est croissante, donc elle tend toujours vers une limiteS ∈ ĪR̄+. On écrit
encoreS =

∑
n un, bien que la śerie converge au sens de (S1) si et seulement siS < ∞. Avec les conventions (1) ceci

s’applique m̂eme si lesun sontà valeurs dans̄IR̄+.

En ǵeńeral l’ordre dans lequel on considère les termes d’une série est important. Il existe en effet de nombreux
exemples de suites(un)n≥1 et de bijectionsv de IN∗ dans lui-m̂eme pour lesquels

∑
n un converge et

∑
n uv(n) di-

verge, ou converge vers une somme différente. Celáetant, il existe deux cas importants où l’ordre des termes n’a pas
d’importance :

(S5) Lorsque lesun sont des ŕeels de signe quelconque et lorsque la série est absolument convergente, on peut modifier
de manìere arbitraire l’ordre des termes sans changer la propriét́e d’être absolument convergente, ni la somme de la série.

(S6) Siun ∈ ĪR̄+ pour toutn, la somme
∑
n un (finie ou infinie : cf. (S4) ci-dessus) ne change pas si on change l’ordre

de sommation. Rappelons rapidement la démonstration de cette propriét́e, qui est fondamentale pour les probabilités :
soitv une bijection deIN∗ dans lui-m̂eme,Sn = u1 + . . .+un etS′n = uv(1) + . . .+uv(n) ; les suites(Sn) et (S′n) sont
croissantes, et on noteS etS′ leur limites respectives (dans̄IR̄+). Pour toutn il existe un entierm(n) tel quev(i) ≤ m(n)
dès quei ≤ n ; commeui ≥ 0, on a donc clairementS′n ≤ Sm(n) ≤ S, donc en passantà la limite on obtientS′ ≤ S.
On montre de m̂eme queS ≤ S′, doncS = S′.

1.2 Théorie de la mesure et th́eorie de l’intégration

La notion demesureva étendre la notion usuelle de longueur pour les ensembles deIR, ou de volume pour ceux
de IRd, et ceci de deux manières : premìerement on veut pouvoir considérer des espaces de base plus géńeraux, ou
plus “abstraits” (espaces de dimension infinie, espaces sur lesquels on définit les probabilit́es, etc. . . ). Deuxièmement
et surtout, on veut englober dans le même cadre math́ematique d’une part les notions de longueurs, surface, volume, et
d’autre part la notion de “masses” ou “charges ponctuelles” que l’on rencontre en mécanique ou eńelectricit́e, etc. . .

Prenons l’exemple deIR3, suppośe repŕesenter un corps matériel ayant une densité ρ(x) et une densit́e de charge
électriqueε(x) en chaque pointx. Pour une partie raisonnable (on verra ce que veut dire “raisonnable” plus loin :
pour le moment, on peut penserà une sph̀ere, ouà un polỳedre)A de IR3 on peut d́efinir son volumeV (A), sa masse
M(A) =

∫
A
ρ(x)dx (intégrale de Riemann dansIR3), sa chargéelectriqueE(A) =

∫
A
ε(x)dx. Ces trois quantités ont

a priori des propríet́es “physiques” tr̀es diff́erentes, mais elles partagent de manièreévidente la propríet́e math́ematique
suivante (òu µ(A) désigneV (A), ouM(A), ouE(A)) :

(A) Additivit é : On aµ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) dès queA etB sont disjoints.�
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Ainsi, chaque partie raisonnableA deIR3 a sa “mesure” (de volume, de masse, de charge)µ(A) et la propríet́e (A)
ci-dessus est satisfaite : quitteà remplacerIR3 par une ensembleE quelconque, on a là le contenu intuitif essentiel de la
notion demesure.

Malheureusement, la notion mathématique de mesure est un peu plus compliquée, pour deux raisons : d’abord, il faut
définir ce qu’on entend par partie “raisonnable” deIR3 (ou plus ǵeńeralement de l’espace de baseE sur lequel on se
place) ; par exemple les polyèdres, et bien d’autres parties plus compliquées, ont des volumes, mais on peut construire
des parties dont la “frontière” est si complexe que la notion de volume n’existe pas pour elles. Ensuite, la propriét́e (A)
se ŕevèle insuffisante pour avoir de bonnes propriét́es pour les mesures.

Passons maintenantà l’intégration. Supposons que l’espace de base soitE = [0, 1].
Si f est une fonction ŕeelle “convenable” surE, on sait qu’on peut d́efinir son intégrale

∫ 1

0
f(x)dx au sens de

Riemann. Rappelons en deux mots cette construction : pour chaque subdivisionτ = {0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1} de
[0, 1] on pose

I+(f, τ) =
k∑
i=1

(ti − ti−1) sup(f(x) : x ∈ [ti−1, ti]),

I−(f, τ) =
k∑
i=1

(ti − ti−1) inf(f(x) : x ∈ [ti−1, ti]).

On a bien ŝur I−(f, τ) ≤ I+(f, τ), et la quantit́e |τ | = sup(ti − ti−1 : 1 ≤ i ≤ k) s’appelle lepasde la subdivisionτ .
On dit quef estRiemann-int́egrablesi, pour toute suiteτn de subdivisions dont les pas|τn| tendent vers0, la différence
I+(f, τn)−I−(f, τn) tend vers0. Dans ce casI+(f, τn) etI−(f, τn) convergent vers une limite commune et indépendante
de la suiteτn, et cette limite est l’int́egrale de Riemann

∫ 1

0
f(x)dx def .

Cette notion d’int́egrale semblèa premìere vue assez naturelle, mais elle souffre de plusieurs inconvénients majeurs :
d’abord, il est assez compliqué de d́ecrire les fonctions Riemann-intégrables, et cette classe est plutôt petite comme on le
verra ci-dessous ; ensuite, elle s’étend assez facilementà IRd, mais pas aux espaces de dimension infinie ; mais surtout,
elle est líee de manìere intrins̀equeà unemesure particulìere sur[0, 1], à savoir la mesure de longueur, ou deLebesgue
comme elle sera appelée par la suite : en effet, sif est la fonction indicatrice du sous-intervalleA = [a, b] de [0, 1] (i.e.
f(x) = 1 quandx ∈ A etf(x) = 0 quandx ∈/ A), alors

∫ 1

0
f(x)dx = b− a est la longueurλ(A) = b− a deA.

La théorie de l’int́egration (au sens de Lebesgue) a pour but de pallier ces inconvénients : on pourra intégrer une
classe de fonctions facilesà d́ecrire, qu’on appellera lesfonctions mesurables, sur un espace a-priori quelconqueE, et
par rapport̀a une mesure quelconqueµ. Cette construction est en principe très simple : sif est l’indicatrice d’une partie
A deE (doncf(x) = 1 si x ∈ A et f(x) = 0 si x ∈/ A), l’int égrale def “par rapportàµ” est

∫
fdµ = µ(A). Puis, on

“prolonge” cette int́egraleà des fonctions plus géńerales par lińearit́e et continuit́e.
La construction de l’int́egrale sera faite au chapitre 2, tandis que le reste de ce chapitre est consacré à la d́efinition

math́ematique des mesures.

1.3 La classe des ensembles mesurables

Dans ce paragraphe, l’espace de base est un ensembleE quelconque. Comme on l’a mentionné ci-dessus dans le cas
de la mesure “volume” surE = IR3, on ne peut pas en géńeral, pour des raisons mathématiques, d́efinir la mesure de
n’importe quelle partie deE. Notre objectif ici est donc de définir la classe des parties deE dont on pourra d́efinir la
mesure.

1) Algèbres :Commençons par la notion la plus simple (mais mathématiquement insuffisante pour notre objectif) :

Définition 1 Une classeE de parties deE est appeĺeealgèbre(oualgèbre de Boole) si elle v́erifie les trois
axiomes suivants :

(T1) E ∈ E ,

(T2) A ∈ E ⇒ Ac ∈ E (“stabilité par passage au complémentaire”),

(T3) A,B ∈ E ⇒ A ∪B ∈ E (“stabilité par ŕeunion”).
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Si E est une alg̀ebre, les propriét́es suivantes sont imḿediates :

∅ ∈ E (par (T1) et (T2)). (3)

A1, ..., An ∈ E ⇒ A1 ∪ ... ∪An ∈ E (“stabilité par ŕeunion finie”). (4)

A1, ..., An ∈ E ⇒ A1 ∩ ... ∩An ∈ E (“stabilité par intersection finie”). (5)

(( 4) s’obtient par ŕecurrencèa partir de (T3), et (5) s’obtient par (T2) et (4) puisqueA1 ∩ ... ∩An = (Ac1 ∪ ... ∪Acn)c).
Il y a beaucoup d’alg̀ebres surE. La plus grosse est l’ensembleP(E) de toutes les parties deE. La plus petite est

l’ensemble{∅, E} constitúee des deux parties∅ etE. SiA ⊂ E, la plus petite alg̀ebre contenantA est{∅, A,Ac, E}.
L’intersection d’une famille quelconque d’algèbres est encore une algèbre.

2) Tribus : On a besoin en fait d’une notion (plus restrictive) de classe de parties deE :

Définition 2 Une classeE de parties deE est appeĺeetribu (ou σ-algèbre de Boole) si elle v́erifie (T1),
(T2) et l’axiome suivant :

(T4) A1, A2, ... ∈ E ⇒ ∪n∈IN∗An ∈ E (“stabilité par ŕeunion d́enombrable”).�

Un élément de la tribuE s’appelle unensemble mesurable(la terminologie se rapporte au fait que les
“mesures” introduites au paragraphe suivant sont définies pour leśeléments d’une tribu, qui sont donc
“mesurables”) ; si on veut préciser la tribu, on dit que l’ensemble est “E-mesurable”, ou “mesurable par
rapportàE”. Le couple(E, E) constitúe d’un ensembleE et d’une tribu s’appelle unespace mesurable.

On a (T4)⇒(T3) (prendreA1 = A etA2 = A3 = ... = B), donctoute tribu est une alg̀ebre; en revanche il existe
des alg̀ebres qui ne sont pas des tribus (cf. ci-dessous).

Remarque : L’ensemble des propriét́es (T1), (T2), (T3) (resp. (T1), (T2), (T4)) constitue ce qu’on appelle le système
d’axiomesdes alg̀ebres (resp. des tribus). Il y a d’autres systèmeśequivalents : si on pose

(T’1) ∅ ∈ E ,

(T’3) A,B ∈ E ⇒ A ∩B ∈ E ,

(T’4) A1, A2, ... ∈ E ⇒ ∩n∈IN∗An ∈ E ,

on a leśequivalences

(T1) + (T2) + (T3) ⇔ (T1) + (T2) + (T ′3) ⇔ (T ′1) + (T2) + (T3) ⇔ (T ′1) + (T2) + (T ′3),

(T1) + (T2) + (T4) ⇔ (T1) + (T2) + (T ′4) ⇔ (T ′1) + (T2) + (T4) ⇔ (T ′1) + (T2) + (T ′4)

pour les alg̀ebres et les tribus respectivement.�

L’ensembleP(E) est une tribu (la plus grosse possible), tandis que{∅, E} est la plus petite. SiA ⊂ E, l’algèbre
{∅, A,Ac, E} est une tribu. L’intersection d’une famille quelconque de tribus est encore une tribu, donc la définition
suivante a un sens :

Définition 3 La tribu engendŕeepar une classe de partiesA deE est la plus petite tribu contenantA (=
l’intersection de toutes les tribus contenantA ; il y en a toujours au moins une,à savoirP(E)). On la note
σ(A). �

Exemples :1) La tribu engendŕee parA = {A} est{∅, A,Ac, E}.
2) Soit (Ei)i∈I unepartition deE (i.e. les ensemblesEi sont deux-̀a-deux disjoints, et∪i∈IEi = E), index́ee par

un ensembleI fini ou dénombrable. La tribu engendrée par la classe{Ei : i ∈ I} est l’ensemble des parties de la forme
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A = ∪ı∈JEi, où J décrit l’ensemble des parties deI (avec la convention queA = ∅ si J = ∅). Si I = {1, 2} etE1 = A
etE2 = Ac, on retrouve l’exemple 1. SiI est fini, cette tribu est aussi la plus petite algèbre contenant lesAi. Si I est
dénombrable et si lesEi sont tous non vides, cette tribu contient strictement la plus petite algèbre contenant lesAi, qui
peutêtre d́ecrite ainsi : c’est l’ensemble des parties de la formeA = ∪i∈JEi, où J décrit l’ensemble des parties deI qui
sont finies, ou de complémentaire fini : dans ce cas, cette algèbre n’est pas une tribu.

3) La tribu engendŕee par la classeA des singletons deE, i.e.A = {{x} : x ∈ E}, est l’ensemble des partiesA deE
qui sont finies ou d́enombrables, ou qui sont de complémentaireAc fini ou dénombrable. La plus petite algèbre contenant
la classeA est l’ensemble des partiesA deE qui sont finies ou de complémentaire fini. Cet exemple peutêtre vu comme
une extension de l’exemple préćedent.�

Bien entendu, on peut avoirσ(A) = σ(B) pour deux classes différentesA etB : dans l’exemple 1 ci-dessus, on a
σ({A}) = σ({Ac}).

3) Quelques oṕerations sur les ensembles :On va introduire ci-dessous la notion de “limite” pour une suite
(An)≥1 de parties deE.

Définition 4 On dit qu’une suite(An)n≥1 de parties deE converge(ou tend) vers la partieA, et onécrit
An → A, si pour toutx ∈ A (resp.x ∈/ A) on ax ∈ An (resp.x ∈/ An) pour toutn assez grand. En termes
de quatificateurs, cela s’écrit :

∀x ∈ A, ∃n0, ∀n ≥ n0, x ∈ An,

∀x ∈/ A, ∃n0, ∀n ≥ n0, x ∈/ An, �

Il est facile de v́erifier que cette d́efinition revientà dire que la suite des fonctions indicatrices(1An
)n converge

simplement vers la fonction indicatrice1A (i.e.,1An
(x) → 1A(x) pour toutx ∈ E.

Si la suite(An)n est croissante (resp. décroissante), i.e. siAn ⊂ An+1 (resp.An+1 ⊂ An) pour toutn, alors elle
converge versA = ∪nAn (resp.A = ∩nAn) ; on dit aussi dans ce cas que(An)n croit (resp. d́ecroit) versA, et onécrit
An ↑ A ouA = limn ↑ An (resp.An ↓ A ouA = limn ↓ An).

Il existeévidemment des suites(An)n de parties qui ne convergent pas. Mais dans tous les cas on peut poser :

Définition 5 On appellelimite suṕerieureet limite inférieurede la suite(An)n les ensembles suivants :

lim supnAn = limn ↓ ∪m≥nAm = ∩n ∪m≥n Am

lim infnAn = limn ↑ ∩m≥nAm = ∪n ∩m≥n Am.

}
(6)

On a une autre d́efinition équivalente de ces ensembles :

x ∈ lim sup
n

An ⇔ x appartient̀aAn pour une infinit́e d’indicesn, (7)

x ∈ lim inf
n

An ⇔ x appartient̀aAn pour toutn sauf au plus un nombre fini. (8)

Dire que la suite(An)n converge revient̀a dire quelim supnAn = lim infnAn, et ce dernier ensemble est alors la
limite desAn. Le lecteur v́erifiera aiśement que

lim sup
n

An = (lim inf
n

Acn)
c, lim inf

n
An = (lim sup

n
Acn)

c. (9)

Enfin, étant donńes (T4), (T’4) et (6), il est imḿediat de v́erifier que siE est une tribu,

An ∈ E ⇒ lim sup
n

An ∈ E , lim inf
n

An ∈ E . (10)
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En particulier on a :
An ∈ E et An → A ⇒ A ∈ E . (11)

4) La tribu bor élienne deIR : La notion de tribu boŕelienne est líeeà la structure “topologique” de l’ensemble
de base. Comme la topologie n’est peut-être pas familìereà tous les lecteurs nous allons essentiellement traiter le cas de
IRd, en commençant par le cas plus simple (au moins sur le plan des notations) deIR.

Etant donńee la structure relativement simple de cet ensemble, il existe plusieurs définitionséquivalentes de la tribu
boŕelienne deIR, et nous donnons la plusélémentaire :

Définition 6 La tribu borélienne, outribu de Borel, deIR est la tribu engendrée par la classe des intervalles
ouverts. On la noteR, ouB(IR). Un élément de cette tribu est appelé unepartie boŕelienne, ou unborélien.
�

Voici quelques propríet́es simples de cette tribu :

Proposition 7 a) Tout intervalle ouvert, ferḿe, ou semi-ouvert, appartientàR. Il en est de m̂eme de toute
réunion finie ou d́enombrable d’intervalles (ouverts, fermés, ou semi-ouverts).
b) La tribuR est aussi la tribu engendrée par l’une quelconque des quatre classes suivantes d’ensembles :
(i) J = {]−∞, x] : x ∈ IR},
(ii) J ′ = {]−∞, x] : x ∈ QQ},
(iii) K = {]−∞, x[: x ∈ IR},
(iv) K′ = {]−∞, x[: x ∈ QQ}.

Preuve. a) On a]a, b[∈ R par d́efinition deR. Comme[a, b] = ∩n]a − 1
n , b + 1

n [ on a[a, b] ∈ R par (6). De m̂eme
[a, b[= ∩n]a − 1

n , b[ et ]a, b] = ∩n]a, b + 1
n [, on voit que ces deux intervalles semi-ouverts sont boréliens. La dernìere

assertion de (a) d́ecoule de (4) et (T4).
b) Nous ne montrons ici que leségalit́esσ(J ) = σ(J ′) = R, les deux autres se montrant de manière analogue. On

aJ ′ ⊂ J , etJ ⊂ R d’rapr̀es (a). Il restèa montrer queR ⊂ σ(J ′), et pour cela il suffit de v́erifier que tout intervalle
ouvert]a, b[ aveca < b est dansσ(J ′). Il existe deux suites de rationnels(an)n≥1 et(bn)n≥1 telles quea < an < bn < b
et quean ↓ a etbn ↑ b. On a]an, bn] =]−∞, bn]∩ (]−∞, an])c, donc]an, bn] ∈ σ(J ′). On a aussi]a, b[= ∪n]an, bn],
donc]a, b[∈ σ(J ′) : le résultat est donc d́emontŕe. �

Remarques : 1) La proposition 7 montre que la tribuR est en fait engendrée par une classe dénombrable d’ensembles.
Il est à noter que ce n’est pas le cas de toutes les tribus. Considérons par exemple la tribuE deIR engendŕee par la classe
A des singletons (cf. Exemple 3 ci-dessus). Comme un singleton est un intervalle fermé, il appartient̀aR, et par suite
E ⊂ R. Cependant la classeA n’est pas d́enombrable, et on peut d’ailleurs démontrer queE n’est engendŕee (en tant que
tribu) par aucune classe dénombrable, et ceci bien queE soit contenue dansR.

2) Il n’est pas possible de donner une description plus concrète ou “constructive” deR que ci-dessus. Toutes les
réunions finies ou d́enombrables d’intervalles sont des boréliens, mais certains boréliens ne sont pas de cette forme. En
fait, toutes les parties deIR qu’on rencontre dans la pratique sont des boréliens, et il faut un peu se fatiguer pour construire
une partie deIR qui n’est pas boŕelienne : mais il en existe !

Examinons maintenant le cas deĪR̄, qui est tout-̀a-fait analoguèa celui deIR, à ceci pr̀es qu’on doit distinguer les
intervalles]−∞, x] (semi-ouvert) et[−∞, x] (fermé), et]−∞, x[ (ouvert) et[−∞, x[ (semi-ouvert), et de m̂eme en+∞.
Avec ces modifications triviales, la définition 6 reste valable, ainsi que la proposition7 avec la m̂eme d́emonstration,̀a
condition de remplacer]−∞, x] par[−∞, x]. On noteraR̄) la tribu boŕelienne dēIR̄.

La fin de ce paragraphe peutêtre omise. Elle áet́e ŕediǵee en vue d’applications̀a des situations plus géńerales que
celles de ce cours, mais qui se rencontrent parfois. En effet, la définition 6 de la tribu de BorelR n’est pas la d́efinition
“canonique”. Celle-ci repose sur la notion d’ouvert : on dit qu’une partieA deIR est unouvert(ou une partie ouverte)
si, pour toutx ∈ A, il existe unε > 0 tel qu’on ait l’inclusion]x− ε, x+ ε[⊂ A. Le compĺementaire d’un ouvert est ce
qu’on appelle unfermé, ou une partie ferḿee.
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Les intervalles ouverts (resp. fermés) sont des ouverts (resp. des fermés) ; l’ensemble vide etIR lui-même sont des
ouverts, et donc aussi des fermés, mais il n’existe pas d’autre partie deIR qui soit à la fois ouverte et ferḿee ; les
intervalles semi-ouverts[a, b[ et ]a, b] ne sont ni ouverts ni ferḿes lorsquea, b ∈ IR eta < b (toutefois]−∞, b] et [a,∞[
sont ferḿes). Une ŕeunion quelconque d’ouverts est un ouvert. Une intersectionfinie d’ouverts est un ouvert, mais une
intersection infinie (d́enombrable ou non) d’ouverts peut ne pasêtre un ouvert : par exemple l’intersection des intervalles
ouverts]− 1

n ,
1
n [ est le ferḿe{0}.

La structure des ouverts deIR est donc plut̂ot compliqúee, et l’int́er̂et d’introduire une telle notion n’est peut-être pas
évident a-priori. En fait elle offre la possibilité de d́efinir de manìere simple la convergence des suites : une suite de réels
(xn)n≥1 converge vers une limitex si et seulement si pour tout ouvertA contenantx, lesxn sont dansA pour toutn
assez grand (en termes “axiomatiques” : si et seulement si pour tout ouvertA contenantx, il existe un entierN tel que
n > N ⇒ xn ∈ A) ; par ailleurs, elle s’́etendà des espaces plus abstraits queIR. On a alors le ŕesultat suivant :

Proposition 8 a) Tout ouvert non videA de IR est ŕeunion d́enombrable d’intervalles ouverts, et aussi
réunion d́enombrable d’intervalles ferḿes.
b) La tribu boŕelienneR est la tribu engendŕee par la classe des ouverts, et aussi la tribu engendrée par la
classe des ferḿes.

Preuve. a) SoitA un ouvert non vide. SoitA (resp.B) la famille des intervalles]a, b[ (resp.[a, b]) qui sont contenus dans
A et qui sont d’extŕemit́esa etb dans l’ensemble des rationnelsQQ. L’ensemble de ces intervalles est dénombrable. Si par
ailleursx ∈ A il existeε > 0 avec]x−ε, x+ε[⊂ A, donc il existe deux rationnelsa, b avecx−ε < a < x < b < x+ε,
donc]a, b[⊂ [a, b] ⊂ A : doncx est dans l’un deśeléments au moins de chacune des classesA etB. Il s’ensuit queA est
la réunion des intervalles appartenantàA (resp.àB).

b) D’une part tout ouvert est réunion d́enombrable d’intervalles ouverts, donc est dansR par (T4) : donc la tribu
engendŕee par les ouverts est contenue dansR. A l’inverse, les intervalles ouverts sont des ouverts, doncR est contenue
dans la tribu engendrée par les ouverts : cela démontre la première partie de (b). Comme un ensemble est fermé si et
seulement si c’est le complémentaire d’un ouvert, (T2) montre que la tribu engendrée par la classe des ouverts et celle
engendŕee par la classe des fermés sont identiques.�

C’est en fait la propríet́e (b) ci-dessus qui fournit la définition habituelle de la tribu borélienne. On dit qu’un ensemble
E est un espace topologique s’il est muni d’une classeA d’ensembles (les ouverts) stable par intersection finie et par
réunion quelconque, contenant∅ etE. Les ferḿes sont par d́efinition les compĺementaires des ouverts, et on pose :

Définition 9 SiE est un espace topologique, latribu boréliennedeE, not́eeB(E), est la tribu engendrée
par la classe des parties ouvertes deE (comme les ferḿes deE sont les compĺementaires des ouverts,B(E)
est aussi la tribu engendrée par la classe des fermés deE). Un élément de la tribu borélienne est aussi appelé
unepartie boŕelienne, ou unborélien, deE �

5) La tribu bor élienne deIRd : On va maintenant examiner le cas deIRd. Rappelons que si lesAi sont des parties
deIR, leur “produit”

∏d
i=1Ai est la partie deIRd constitúee des points (ou “vecteurs”)x dont les “coordonńees”xi sont

contenues dans lesAi. Donnons d’abord la d́efinition “näıve” des boŕeliens deIRd, analoguèa la d́efinition6 :

Définition 10 La tribu boŕelienneRd, ouB(IRd), deIRd est la tribu engendrée par la classe des “rectangles
ouverts”

∏d
i=1]ai, bi[. Attentionà la notation (usuelle)Rd : la tribu boŕelienne deIRd n’est pas, comme on

le varre plus tard, ledèmepuissance cartésienne de la tribuR deIR.

Une d́emonstration analoguèa celle de la proposition7-b donne :

La tribuRd est la tribu engendrée par la classe des rectangles
de la forme

∏d
i=1]−∞, xi], avec lesxi rationnels.

}
(12)

Si on veut maintenant utiliser la définition 9, il convient d’abord de d́efinir les ouverts deIRd. Une partieA est dite
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ouverte si pour toutx ∈ A il existeε > 0 tel que tous les pointsy situésà une distance inférieureà ε dex sont dansA
(la distance est ici la distance euclidienne usuelle). Là encore, une suite(xn)n≥1 converge vers une limitex dansIRd si
et seulement si pour tout ouvertA contenantx, on axn ∈ A pour toutn assez grand.

Proposition 11 La tribuRd est la tribu engendŕee par les ouverts deIRd, et aussi celle engendrée par les
boules ouvertes deIRd (on appelle boule ouverte de centrex et de rayona > 0 l’ensemble desy ∈ IRd qui
sontà une distance strictement inférieureà a dex).

Preuve. SoitA etB les tribus engendrées par les ouverts, et par les boules ouvertes, respectivement. Toute boule ouverte
étant un ouvert, on aB ⊂ A.

Exactement comme dans la proposition8, un ouvertA est la ŕeunion (d́enombrable) de toutes les boules ouvertes
contenues dansA, dont le rayona est rationnel et dont le centrex a des coordonńees qui sont rationnelles : cela implique
queA ⊂ B, doncB = A.

Par ailleurs on voit qu’un rectangle ouvert est un ouvert (vérification imḿediate), de sorte queRd ⊂ B. Enfin, il est
facile de v́erifier qu’une boule ouverteB est la ŕeunion (d́enombrable) de tous les rectangles ouverts

∏d
i=1]ai, bi[ qui sont

contenus dansB et tels que lesai et bi sont des rationnels : cela implique queB ⊂ Rd, donc finalementB = Rd. �

1.4 Les mesures

Nous allons maintenant donner un sens mathématique pŕecisà la notion de mesure. Dans tout ce paragraphe, l’espace
de baseE est fix́e et muni d’une tribuE également fix́ee (on dit parfois que le couple(E, E) est unespace mesurable, ce
qui exprime bien qu’on a les ingrédients ńecessairèa la construction des mesures).

Définition 12 Unemesuresur(E, E) est une applicationµ deE dansĪR̄+ = [0,∞], vérifiant “l’axiome de
σ-additivité” suivant :

(SA) σ-additivit é : µ(∪n∈IN∗An) =
∑
n∈IN∗ µ(An) pour toute suite (An)n≥1 d’éléments deE qui

sont deux-̀a-deux disjoints (i.e.An ∩Am = ∅ si n 6= m),

ainsi que l’axiome suivant :

(O) µ(∅) = 0.

La mesureµ est ditefinie, oude masse totale finie, siµ(E) <∞. �

Une mesure est donc uneapplicationsur la tribuE ; mais par abus de langage la quantité µ(A) pour unA ∈ E
s’appelle la “mesure de l’ensembleA” (ou parfois : la “valeur deµ surA”)

Dans l’axiome deσ-additivité (SA), la ŕeunion∪nAn ne d́epend pas de l’ordre par lequel on numérote lesAn ; grâce
à la propríet́e (S6), la somme

∑
n µ(An) ne d́epend pas non plus de l’ordre de sommation !

On verra plus loin que les propriét́es (SA) et (O) impliquent la propriét́e d’additivit́e (A), ce qui n’est pas complètement
évident a-priori. Une application deE dansĪR̄+ qui vérifie seulement (A) s’appelle unemesure additive, bien que ce ne
soit pas ńecessairement une mesure ! Intuitivement parlant, la notion de mesure additive est plus naturelle que celle
de mesure, que ce soit pour les mesures “de volume”, “de masse”, etc...évoqúees plus haut, ou dans le cadre de la
théorie des probabilités. Mais elle a un d́efaut ŕedhibitoire : la classe des mesures additives a une structure mathématique
extr̂emement pauvre, ne permettant en particulier pas de définir une notion satisfaisante d’intégrale par rapport̀a ces
mesures additives. On est donc conduità utiliser les mesures au sens de la définition 12; et c’est la forme de l’axiome
deσ-additivité (SA) qui nous obligèa consid́erer comme classe d’ensembles “mesurables” une tribu au lieu de la notion
plus simple d’alg̀ebre.

Le fait queµ(A) ≥ 0 pour toutA est une restriction proprèa ce cours : il conviendrait d’appeler la notion définie
ci-dessus unemesure positive, mais pour des raisons de simplicité nous ne le ferons pas en géńeral.

Le fait queµ(A) puisseêtre infini pour certainsA est indispensable pour les applications. Par exemple siE = IR et
si µ repŕesente la mesure de longueur,µ(IR) (qui est la “longueur totale” deIR) vaut+∞.

Exemples :

10



www.L es-M athematiques.net

1) La mesure nulleest celle qui vautµ(A) = 0 pour toutA ∈ E : (0) et laσ-additivité (SA) sont́evidemment v́erifiés.

2) La mesure infinieest celle qui vautµ(A) = +∞ pour toutA ∈ E qui n’est pas vide, etµ(∅) = 0 : (SA) et (O) sont
évidemment v́erifiés.

3) La mesure de Dirac en un pointx : c’est la mesure notéeεx, qui vaut

εx(A) =

{
1 si x ∈ A

0 si x ∈/ A.
(13)

Là encore (SA) et (O) sontévidemment v́erifiés. SiE = IR3, la mesureεa peutêtre interpŕet́ee comme la “mesure
de masse” associéeà la masse “ponctuelle” au pointa, au sens de la ḿecanique rationnelle.

4) La mesure de comptageest celle pour laquelleµ(A) est le nombre de points de l’ensembleA. �

Tous ces exemples sontélémentaires, dans le sens où la vérification de (SA) est́evidente. D’ailleurs, ces mesures
sont d́efinies sur une tribu quelconque, et en particulier sur la tribuP(E) de toutes les parties deE (et ceci, quel que soit
l’espaceE). Nousénoncerons plus bas des résultats d’existence de mesures plus complexes (et plus utiles), notamment
pour la mesure de Lebesgue (mesure de longueur surIR, ou de volume surIRd). Mais auparavant nous donnons quelques
propríet́es simples des mesures.

Proposition 13 Toute mesureµ sur (E, E) vérifie l’additivité (A), ainsi que les propriét́es suivantes (ci-
dessous on aA,B,A1, ..., An dansE) :

µ(A1 ∪ . . . ∪An) = µ(A1) + . . .+ µ(An) si lesA1, .., An sont deux-̀a-deux disjoints, (14)

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B), (15)

A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B). (16)

En particulier, (14) implique (A). Remarquer l’́ecriture de (15) : on ne peut pas en géńeral écrireµ(A ∪ B) =
µ(A) + µ(B) − µ(A ∩ B), puisque dans le second membre il se peut que tous les termes soient infinis, et que∞−∞
n’a pas de sens ; en revanche+∞+∞ “vaut” naturellement+∞, de sorte que (15) a bien un sens dans tous les cas.

Preuve. (14) se d́eduit imḿediatement de (0) et de (SA) appliqué à la suiteB1 = A1,..., Bn = An, Bn+1 = ∅,
Bn+2 = ∅,...

Pour (15) on poseC = A ∩ B, A′ = A\C atB′ = B\C. On remarque queA ∪ B = A′ ∪ C ∪ B′, A = A′ ∪ C et
B = B′ ∪ C, tandis que les trois ensemblesA′, C,B′ sont deux-̀a-deux disjoints. Par suite (14) implique

µ(A ∪B) = µ(A′) + µ(C) + µ(B′),

µ(A) = µ(A′) + µ(C),

µ(B) = µ(B′) + µ(C).

En additionnant ces troiśegalit́es membrèa membre, on obtient (15).
Enfin, siA ⊂ B, en posantA′ = B\A on aµ(B) = µ(A)+µ(A′) par (14), et commeµ(A′) ≥ 0 on obtient (16). �

Les mesures possèdentégalement des propriét́es de “continuit́e” pour les suites d’ensembles, que nousénonçons
ci-dessous :

Théorème 14 Soitµ une mesure sur(E, E).
a) Pour toute suite croissante(An)n≥1 d’éléments deE , µ(limn ↑ An) = limn ↑ µ(An).
b) Si (An)n≥1 est une suite d’éléments deE convergeant vers une limiteA (au sens de la d́efinition 4), et
s’il existe unB ∈ E tel queAn ⊂ B pour toutn etµ(B) <∞, alorsµ(An) → µ(A).

11
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L’assertion (b) ci-dessus est une version préliminaire d’un th́eor̀eme plus ǵeńeral, fondamental dans la théorie de
l’int égration, qu’on appelle le théor̀eme de convergence dominée de Lebesgue. Ce résultat est en ǵeńeral faux sans
l’hypothèse que lesAn sont contenus dans un ensemble de mesure finie, comme le montre le contre-exemple suivant :
soitµ la mesure de comptage surE =]0, 1], et soitAn =]0, 1/n] ; on aµ(An) = ∞ puisqu’il y a une infinit́e de points
dansAn ; cependant,An décrôıt vers l’ensemble videA = ∅, de sorte queµ(An) ne converge pas versµ(A).

Preuve. a) PosonsA0 = ∅ et Bn = An\An−1 pour n ≥ 1. Les ensemblesBn sont deux-̀a-deux disjoints, et on
a An = B1 ∪ ... ∪ Bn, ainsi queA = ∪n≥1Bn si A désigne la limite croissante desAn. (14) entraineµ(An) =
µ(B1) + · · · + µ(Bn), tandis que (SA) entraineµ(A) =

∑
n≥1 µ(Bn). Par d́efinition de la somme (éventuellement

infinie) d’une śerieà termes positifs, on en déduit queµ(A) est la limite (́evidemment croissante) des sommes partielles
µ(An).

b) Supposons maintenant queAn → A et queAn ⊂ B pour toutn, avecµ(B) < ∞. Si la suite(An)n est
croissante, le ŕesultat aét́e obtenu dans (a). Supposons ensuite que(An) soit d́ecroissante. SiCn = A1\An, la suite
(Cn) est clairement croissante, et sa limite estC = A1\A, doncµ(Cn) ↑ µ(A1\A) ; Maisµ(An) = µ(A1)− µ(Cn) et
µ(A) = µ(A1)− µ(C) par (14) : remarquer que les mesures deAn, Cn, A, C sont toutes finies, puisque ces ensembles
sont contenus dansB par hypoth̀eses ; on en d́eduit queµ(An) ↓ µ(A).

Passons au cas géńeral. SoitCn = ∪m:m≥nAm andDn = ∩m:m≥nAm. On aDn ⊂ An ⊂ Cn ⊂ B, et les suitesCn
etDn sont respectivement décroissante et croissante, et convergent vers les limitesC = lim supnAn etD = lim infnAn
(cf. (6)) ; de plus commeAn → A, on aC = D = A. Les ŕesultats pŕećedents impliquentµ(Cn) ↓ µ(A) et µ(Dn) ↑
µ(A). Commeµ(Dn) ≤ µ(An) ≤ µ(Cn), il s’ensuit queµ(An) → µ(A). �

Proposition 15 Soitµ une mesure sur(E, E) et (An)n≥1 une suite d’́eléments deE . On a alors

µ(∪nAn) ≤
∑
n

µ(An). (17)

Preuve. SoitBn = A1 ∪ ... ∪ An, C1 = A1 et Cn = Bn\Bn−1 si n ≥ 2. CommeCi ⊂ Ai on a
µ(Ci) ≤ µ(Ai). Par ailleurs lesCn sont deux-̀a-deux disjoints et∪nCn = ∪nAn, doncµ(∪nAn) =
µ(∪nCn) =

∑
n µ(Cn) par (SA), donc (17) est imḿediat. �

Il existe trois oṕerations simples sur les mesures :

La restriction d’une mesure : Si µ est une mesure sur(E, E) et siB ∈ E , la formuleµB(A) = µ(A ∩ B) pour tout
A ∈ E définit une nouvelle mesureµB (commeB ∩ (∪nAn) = ∪n(B ∩An), µB vérifie clairement (SA), et aussi (O)).

L’addition de deux mesures :si µ etν sont deux mesures sur(E, E), la formuleη(A) = µ(A) + ν(A) pour toutA ∈ E
définit une nouvelle mesureη, not́eeη = µ+ ν.

La multiplication par un r éel positif : siµ est une mesure sur(E, E) et sia ∈ IR+, la formuleν(A) = aµ(A) pour tout
A ∈ E définit une nouvelle mesure, notéeν = aµ (avec la convention0×∞ = 0, on a le m̂eme ŕesultat sia = +∞).

L’addition des mesures estévidemment commutative et associative. On a aussia(bµ) = (ab)µ, et la distributivit́e :
aµ+ aν = a(µ+ ν).

Proposition 16 Soit(µn)n≥1 une suite de mesures sur(E, E).
a) Si la suite(µn)n est croissante, ce qui signifie queµn(A) ≤ µn+1(A) pour toutn et toutA ∈ E , la
formuleµ(A) = limn ↑ µn(A) pour toutA ∈ E définit une nouvelle mesure appelée la limite croissante
desµn.
b) La formuleν(A) =

∑
n µn(A) pour toutA ∈ E définit une nouvelle mesure, notéeν =

∑
n µn.

Preuve. a) On a clairementµ(∅) = 0. Il reste donc̀a montrer queµ vérifie (SA). Pour cela, il suffit de prouver que siAn
est une suite d’éléments deux̀a deux disjoints deE , siA = ∪nAn et sia =

∑
n µ(An), alorsµ(A) = a.

On aµn(A) ≥ µn(A1) + ...+ µn(Ap) pour toutp entier, et en passantà la limite enn on obtientµ(A) ≥ µ(A1) +
...+ µ(Ap). Comme ceci est vrai pour toutp, on a aussiµ(A) ≥ a.

12
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Si a = +∞, on en d́eduit queµ(A) = a. Si maintenanta <∞, pour toutε > 0 il existep tel que
∑
i:i>p µ(Ai) ≤ ε.

Commeµn(Ai) ≤ µ(Ai) on a aussi
∑
i:i>p µn(Ai) ≤ ε pour toutn, ce qui entrâıneµn(A) ≤ µn(A1)+ ...+µn(Ap)+ε

par (SA) appliqúe à µn. En passant̀a la limite enn dans cette ińegalit́e, on trouveµ(A) ≤ µ(A1) + ... + µ(Ap) + ε ;
doncµ(A) ≤ a+ ε, et comme cette ińegalit́e est valide pour toutε > 0 on a en faitµ(A) ≤ a. Par suiteµ(A) = a.

b) Siνn = µ1 + ...+ µn (se rappeler l’associativité de l’addition des mesures), on obtient une suite croissante(νn)n
de mesures, etν(A) = limn ↑ νn(A) pour toutA ∈ E : il suffit alors d’appliquer (a) pour obtenir le résultat.�

Parmi toutes les mesures, les seules qu’on sache vraimentétudier sont les mesures finies (i.e. telles queµ(E) <∞),
et les suivantes :

Définition 17 Une mesureµ sur(E, E) est diteσ-finies’il existe une suite croissante(En)n≥1 d’éléments
deE dont la limite estE, et telle queµ(En) <∞ pour toutn. �

Ces mesures sont limites croissantes (au sens de la proposition16-a) de mesures finies,à savoir des restrictionsµEn

deµ à chaqueEn. On peut aussi les considérer comme des sommes infinies (au sens de la proposition16-b) de mesures
finies,à savoir les restrictionsµE′n deµ à chaque ensembleE′n = En\En−1 (avec la conventionE0 = ∅).

Noter qu’il existe des mesures qui ne sont pasσ-finies : la mesure infinie (exemple 2 ci-dessus), ou la mesure de
comptage surE lorsqueE n’est pas fini ou d́enombrable (cette dernière mesure est finie siE est fini, etσ-finie siE est
dénombrable).

Enfin, on peut “normaliser” une mesure finie non nulleµ en la multipliant par la constantea = 1/µ(E). La nouvelle
mesureν = aµ vérifie ν(E) = 1. Ainsi, l’ étude des mesuresσ-finies se ram̀ene, pour beaucoup de leurs propriét́es,à
celle des mesures de masse totale1, qui portent un nom sṕecial :

Définition 18 Une probabilité (ou mesure de probabilité) sur (E, E) est une mesure de masse totale
µ(E) = 1. �

1.5 La mesure de Lebesgue

Dans ce paragraphe nous définissons la mesure qui est de loin la plus importante en analyse (et en probabilités), qui
est la mesure de Lebesgue (mesurant la “longueur” dans le cas deIR, la “surface” dansIR2, le “volume” dansIR3, etc...)

Nous commençons par le cas deIR, qu’on munit de la tribu boŕelienneR. On connait bien-ŝur la longueur des
intervalles :

λ(A) = b− a si A = [a, b], ou A = [a, b[, ou A =]a, b], ouA =]a, b[. (18)

Cette propríet́e est compatible avec (SA), au sens ouλ(A) =
∑
λ(An) dès que lesAn sont des intervalles deux-à-deux

disjoints dont la ŕeunionA est encore un intervalle (cette propriét́e est assez facilèa vérifier, mais pas complètement
évidente sauf dans le cas où on peut nuḿeroter lesAn de sorte queAn soit à gauche deAn+1 pour toutn, ou bienà
droite deAn+1 pour toutn ; mais il y a des cas òu aucune de ces deux propriét́es n’est v́erifiée).

La question qui se pose est donc la suivante : existe-t-il une (plusieurs) mesure(s) sur les boréliens deIR qui vérifie(nt)
(18) ? La ŕeponse est donnée par le th́eor̀eme suivant :

Théorème 19 Il existe une mesureλ et une seule sur(IR,R) qui vérifie (18), et qu’on appelle la mesure
de Lebesgue.

Ce ŕesultat est difficile, et pour le moment nous l’admettrons. Il contient en fait deux résultats de nature différente.
D’abord il y a l’existence deλ (qu’on appelle le th́eor̀eme de prolongement) : on connaı̂t λ sur la classeA des intervalles ;
cette classe engendre la tribu borélienne (cf. proposition7), et on peut “prolonger”λ à la tribuR, de façonà obtenir
une mesure (c’est la partie la plus difficile du théor̀eme ; la difficult́e tient au fait qu’on ne sait pas décrire de manìere
“concr̀ete” les boŕeliens). Ensuite, il y a un résultat d’unicit́e, qui sera d́emontŕe plus loin et qui est beaucoup plus facile.
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En fait, la tribuR n’est pas tout̀a fait la plus grande possible sur laquelle on puisse définir la mesure de Lebesgue : ce
qui veut dire que le prolongement dont il est question ci-dessus peut se faire sur une tribuR′ plus grande queR (qu’on
appellera plus loin la “complét́ee” deR). Mais il est remarquable que la mesure de Lebesgue ne puisse pas se prolonger
à la tribuP(IR) de toutes les parties deIR : il n’existe pasde mesure surP(IR) vérifiant (18).

Voici quelques propríet́es simples de la mesure de Lebesgue :

a) La mesure (ou “longueur”) des singletons estλ({a}) = 0 (appliquer (18) avecA = [a, a]).

b) Tout ensemble fini ou d́enombrableA est boŕelien, de mesureλ(A) = 0 : on peut́ecrire en effetA = ∪n≥1{an}, où
lesan sont les points deA (qu’on peut toujourśenuḿerer en une “suite” finie ou infinie). Il suffit alors d’appliquer
(T4) et (SA) pour obtenir les résultats.

c) Un intervalleA = [a, b] peut également s’́ecrire comme la ŕeunion des singletons{x} pour x ∈ A. Cepen-
dant on n’a pasλ(A) =

∑
x∈A λ({x}) (en d’autres termes, la propriét́e (SA) ne s’́etend pas̀a des familles non

dénombrables d’ensembles) : en effetλ(A) > 0, tandis que tous les termes de la somme de droite sont nuls, donc
la seule valeur qu’on puisse raisonnablement donnerà cette somme est0 (une autre raison plus fondamentale est
en fait que la somme d’une infinité non d́enombrable de termes n’a a-priori pas de sens).

En particulier, la mesure de Lebesgue de l’ensembleQQ de tous les rationnels est nulle : cette propriét́e manifeste le
fait que la mesure de Lebesgue est une extension de la notion de longueur, mais ne se réduit pas̀a cette notion ; en effet
un ensemble de structure aussi compliquée queQQ n’a pas de longueurau sens “physique” du terme, bien qu’il admette
une mesure de Lebesgue. Le fait que que certaines parties deIR n’admettent pas de mesure de Lebesgue montre qu’il y
a des parties dont la structure est encore beaucoup plus compliquée que celle deQQ.

Passons maintenant au cas deIRd, qu’on munit de la tribu boŕelienneRd. Le volume d’un rectangle de la forme
A =

∏d
i=1]ai, bi[ est

λd(A) =
d∏
i=1

(bi − ai), (19)

et on a l’analogue du th́eor̀eme19 :

Théorème 20 Il existe une mesureλd et une seule sur(IRd,Rd) qui vérifie (19), et qu’on appelle la mesure
de Lebesgue.

(Ce th́eor̀eme se ŕeduit au th́eor̀eme19lorsqued = 1.) Une autre manière de voir les choses consisteà remarquer que
(19) peut s’́ecrire

λd(
d∏
i=1

Ai) =
d∏
i=1

λ(Ai) (20)

lorsque lesAi sont des intervalles. Cette propriét́e, qui d’une certaine manière traduit le fait que la mesure de Lebesgue
λd surIRd est la puissancedèmede la mesure de Lebesgueλ = λ1 surIR, se ǵeńeralise ainsi :

Théorème 21 Si lesAi sont des boŕeliens deIR, le produitA =
∏d
i=1Ai est un boŕelien deIRd, et on a

la propriét́e (20).

Ce ŕesultat sera d́emontŕe dans le chapitre consacré aux produits de mesures, et il préfigure les ŕesultats de ce chapitre.
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Chapitre 2

L’int égration par rapport à une mesure

Ce chapitre est consacré à la construction de l’int́egrale des fonctions par rapportà une mesure. On fixe donc dans
tout le chapitre un espaceE, muni d’une tribuE et d’une mesureµ. Le lecteur pourra avoir̀a l’esprit les trois exemples
fondamentaux suivants : celui deE = IR avecE = R (tribu boŕelienne) etµ = λ (mesure de Lebesgue) ; celui de
E = IN∗ avecE = P(E) (tribu de toutes les parties deE) et µ la mesure de comptage (µ(A) = le nombre de points
deA) ; enfin celui d’un ensembleE arbitraire, avecE = P(E) etµ = εx la masse de Dirac en un pointx : voir (1-13).
Dans le premier cas, la théorie de l’int́egration permet d’étendre l’int́egrale de Riemann ; dans le second cas elle est une
autre manìere de consid́erer la sommation des séries ; le troisìeme cas est essentiellement trivial, mais permet de vérifier
la compŕehension des notions et résultats pŕesent́es.

Il est important de remarquer que l’intégration est une construction abstraite, n’utilisant pas la structure particulière
de tel ou tel ensembleE : la construction de l’int́egrale par rapport̀a la mesure de Lebesgue surIR n’est absolument pas
plus simple que la th́eorie ǵeńerale.

2.1 Les fonctions mesurables

1) Les d́efinitions : Lors de l’int́egration d’une fonction, deux obstacles peuvent se présenter : d’une part la fonction
peutêtre ”trop grande” ; d’autre part elle peut ne pasêtre assez ”ŕegulìere”. Ce paragraphe est consacré à la notion de
”r égularit́e” nécessairèa la d́efinition de l’int́egrale.

Rappelons d’abord que sif est une application d’un espaceE dans un espaceF , l’ image ŕeciproqued’une partieA
deF parf est la partie deE not́eef−1(A) (ou parfois{f ∈ A}, ce qui est une notation moins ”canonique” mais plus
parlante) et d́efinie par

f−1(A) = {x ∈ E : f(x) ∈ A} (1)

(ne pas confondre cette notation avec celle désignant la “fonction ŕeciproque” ou “fonction inverse” def , lorsque celle-ci
est bijective). Les propriét́es suivantes, òu A et lesAi sont des parties quelconques deF et I est une ensemble fini,
dńombrable, ou infini non d́enombrable, se v́erifient imḿediatement :

f−1(F ) = E, f−1(∅) = ∅, f−1(Ac) = (f−1(A))c,

f−1(∪i∈IAi) = ∪i∈If−1(Ai), f−1(∩i∈IAi) = ∩i∈If−1(Ai).

}
(2)

Onénonce les trois dernières propríet́es ci-dessus en disant que l’image réciproque commute avec le passage au complémentaire,
la réunion et l’intersection. SiA est une classe quelconque de parties deF , on notef−1(A) la classe de parties deE
définie ainsi :f−1(A) = {f−1(A) : A ∈ A}. Il découle imḿediatement de (2) que :

SiF est une tribu deF , la classef−1(F) est une tribu deE. (3)
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Définition 1 Soit (E, E) et (F,F) deux espaces mesurables, etf une application deE dansF .
a) On dit quef est une applicationmesurablede(E, E) dans(F,F) si la tribuf−1(F) est contenue dans
E , ce qui revient̀a dire quef−1(A) ∈ E pour toutA ∈ F . Onécrit aussi parfois :f : (E, E) 7→ (F,F).
b) Une fonction surE (i.e. une application deE dansIR ou dansĪR̄) est ditemesurable par rapport̀a la
tribu E , ou ”E-mesurable”, ou simplement ”mesurable” s’il n’y a pas d’ambiguı̈té quant̀a la tribuE , si elle
est mesurable de(E, E) dansIR ou ĪR̄ muni de sa tribu borélienne.
c) LorsqueE = IRd etF = IRq (ou plus ǵeńeralement siE etF sont des espaces topologiques), avec leurs
tribus boŕeliennes respectivesE etF , une fonction mesurable de(E, E) dans(F,F) est diteborélienne.
d) Si (fi)i∈I est une famille quelconque de fonctions surE, on appelletribu engendŕeepar cette famille, et
on noteσ(fi : i ∈ I), la plus petite tribu deE rendant mesurables les fonctionsfi (i.e. la plus petite tribu
contenant les tribusf−1

i (F) pour touti ∈ I). �

Le résultat suivant, que le lecteur vérifiera par lui-m̂eme, montre la coh́erence entre la mesurabilité d’une fonction et
celle d’un ensemble. On rappelle que siA ⊂ E, la fonction indicatrice1A deA est la fonction deE dansIR qui vaut1
surA et0 sur le compĺementaireAc :

siA ⊂ E, on aA ∈ E si et seulement si1A estE-mesurable. (4)

Exemples :

1) Si E est muni de la tribuE = P(E) de toutes ses parties, toute application deE dans un ensemble mesurable
(F,F) est mesurable.

2) Si (E, E) est un espace mesurable quelconque, toute fonction constante (i.e.f(x) = a pour toutx, où a est un ŕeel
fixé) est mesurable. En effetf−1(A) = E si a ∈ A etf−1(A) = ∅ sinon.

2) Crit ères de mesurabilit́e : Pour v́erifier la mesurabilit́e d’une fonction, on dispose des trois outils suivants :

Proposition 2 Soitf une application deE dansF , et soitA une classe de parties deF telle queF = σ(A)
(rappelons que cela signifie que la tribu engendrée parA estF). Pour quef soit mesurable de(E, E) dans
(F,F) il faut et il suffit quef−1(A) ∈ E pour toutA ∈ A (⇔ f−1(A) ⊂ E).

Preuve. La ńecessit́e estévidente. Inversement, supposons quef−1(A) ⊂ E . Soit aussiA′ l’ensemble des parties deF
telles quef−1(A) ∈ E . D’après (2) il est tr̀es facile de v́erifier queA′ est une tribu deF . Par hypoth̀ese on aA ⊂ A′.
CommeA′ est une tribu et commeF est la tribu engendrée parA, on a doncF ⊂ A′. Par suitef−1(F) ⊂ E et f est
mesurable.�

Proposition 3 Soit(E, E), (F,F) et (G,G) trois espaces mesurables. Sif est une application mesurable
de(E, E) dans(F,F) et sig est une application mesurable de(F,F) dans(G,G), l’application compośee
h = g ◦ f est une application mesurable de(E, E) dans(G,G).

Preuve. SiA ∈ G l’image ŕeciproqueB = g−1(A) est dansF et doncf−1(B) ∈ E . Commeh−1(A) = f−1(g−1(A)),
on en d́eduith−1(A) ∈ E , d’où le ŕesultat.�

Proposition 4 Toute application continue deE = IRd dansF = IRq est boŕelienne. Plus ǵeńeralement si
E etF sont des espaces topologiques, toute application continue deE dansF est boŕelienne.

Preuve. a) On va d’abord montrer que siE = IRd etF = IRq et sif est une application deE dansF , alors

f est continue ⇔ l’image ŕeciproque d’un ouvert deF est un ouvert deE. (5)
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Supposons d’abordf continue. Rappelons que cela signifie la chose suivante, en notant|x− x′|d (resp.|y − y′|q) la
distance euclidienne dex àx′ dansE (resp. dey ày′ dansF ) :

∀x ∈ E, ∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x′ avec |x− x′|d < η, on a |f(x)− f(x′)|q < ε. (6)

SoitB un ouvert deF etA = f−1(B). Soitx ∈ A ety = f(x). Commey ∈ B, il existe unε > 0 tel que la boule deF
centŕee eny et de rayonε soit contenue dansB. Si η est associé àx etε comme dans (6), cette propríet́e implique que la
boule deE centŕee enx et de rayonη est contenue dansA : cela veut exactement dire queA est un ouvert.

Supposons inversement que l’image réciproque de tout ouvert deF parf soit un ouvert deE. Soitx ∈ E et ε > 0.
L’image ŕeciproque de la boule ouverteB deF centŕee enf(x) et de rayonε est un ouvert contenantx, donc il existe
η > 0 tel quef−1(B) contienne la boule deE centŕee enx et de rayonη : en d’autres termes, on a (6). Par suitef est
continue.

b) Passons̀a la preuve proprement dite. On a vérifié (5) ci-dessus lorsqueE = IRd et F = IRq. LorsqueE et F
sont des espaces topologiques quelconques, (5) est en fait ladéfinitiondes fonctions continues. SiA (resp.B) désigne la
classe des ouverts deE (resp. deF ), (5) implique que pour toute fonction continue on af−1(B) ⊂ A. Comme les tribus
boŕeliennes sont les tribus engendrées par les ouverts, le résultat d́ecoule imḿediatement de la proposition2. �

On va maintenant donner quelques applications utiles de ces trois résultats.

Proposition 5 Soit(E, E) un espace mesurable. Pour qu’une fonctionf surE soit mesurable, il faut et il
suffit qu’elle v́erifie l’une des conditions suivantes :
(i) {f ≤ x} ∈ E pour toutx ∈ IR (rappelons que{f ≤ x} = f−1([−∞, x]) = {y ∈ E : f(y) ≤ x}).
(ii) {f ≤ x} ∈ E pour toutx ∈ QQ.
(iii) {f < x} ∈ E pour toutx ∈ IR.
(iv) {f < x} ∈ E pour toutx ∈ QQ.

Preuve. Il suffit de combiner les propositions 1-7 et2. �

Proposition 6 Soitf1,...,fd des fonctions ŕeelles mesurables sur(E, E). Soitg une fonction boŕelienne sur
IRd. La fonctionh surE définie parh(x) = g(f1(x), f2(x), ..., fd(x)) est alors mesurable sur(E, E).

Preuve. On peut consid́erer led-uplet (f1, ..., fd) comme une application deE dansIRd, qu’on noteraf : si x ∈ E,
f(x) est le vecteur deIRd dont les composantes sontf1(x), ..., fd(x). Commeh = g ◦ f , en vertu de la proposition3 il
suffit de d́emontrer quef est mesurable de(E, E) dans(IRd,Rd).

Pour cela, en utilisant 1-(12) et la proposition2, on voit qu’il suffit de montrer que pour tout rectangleA =
∏d
i=1]−

∞, ai], où lesai sont des ŕeels, on af−1(A) ∈ E . Mais commef−1(A) = ∩1≤i≤d{fi ≤ ai} cette propríet́e d́ecoule de
la mesurabilit́e desfi et de la propríet́e (T’4) des tribus.�

Ce ŕesultat s’applique en particulier lorsque la fonctiong ci-dessus est continue. Cela donne une série de propríet́es
d’usage constant. Par exemple si les fonctions réellesfi sont mesurables sur(E, E), il en est de m̂eme des fonctions
suivantes :

d∑
i=1

aifi, où lesai sont ŕeels. (7)

d∏
i=1

(fi)ai , où ai ∈ ZZ, et ai > 0 si fi peut s’annuler. (8)

f1 ∧ f2 = min(f1, f2), f1 ∨ f2 = max(f1, f2). (9)

(Pour (7) par exemple, il suffit d’appliquer la proposition préćedente avecg(x1, ..., xd) =
∑d
i=1 aixi, qui est continue).

On d́eduit de ces propriét́es que l’ensemble de toutes les fonctions réelles mesurables sur(E, E) est unealgèbre(i.e. un
espace vectoriel stable par produit des fonctions), et un espaceréticuĺe (i.e. stable par les opérations ”sup” et ”inf”) ; on
verra mieux dans la proposition8 ci-dessous.

En particulierg = f1 − f2 est une fonction mesurable, et donc les ensembles suivants

{f1 = f2} = {g = 0}, {f1 < f2} = {g < 0}, {f1 ≤ f2} = {g ≤ 0} (10)
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sont mesurables.

3) Les limites de fonctions mesurables :Chacun sait qu’une suite(fn)n≥1 de fonctions surE et à valeurs dans
IR ou dansĪR̄ convergesimplementvers une limitef si fn(x) → f(x) pour toutx. Lorsque la suite de fonctions est
quelconque, on peut toujours introduire les notions suivantes :

Définition 7 On appellelimite suṕerieureet limite inférieured’une suite(fn)n≥1 de fonctions surE et à
valeurs dans̄IR̄ les fonctions suivantes :

lim supn fn(x) = limn ↓ supm≥n fm(x) = infn supm≥n fm(x),

lim infn fn(x) = limn ↑ infm≥n fm(x) = supn infm≥n fm(x).

}
(11)

Noter que les fonctionslim supn fn et lim infn fn définies ci-dessus sont a-priorià valeurs dans̄IR̄, même si lesfn
sontà valeurs dansIR.

Rappelons qu’une suite de fonction(fn)n converge simplement vers la limitef si on afn(x) → f(x) pour toutx. Si
la suite(fn)n est croissante (resp. décroissante), c’est-à-dire sifn ≤ fn+1 (resp.fn ≥ fn+1) pour toutn, elle converge
simplement vers une limitef vérifiantf = lim supn fn = lim infn fn et aussif = supn fn (resp.f = infn fn). Dans
le cas ǵeńeral, dire que la suite(fn) converge simplement revientà dire quelim supn fn = lim infn fn, et dans ce cas la
valeur commune de ces deux fonctions est la limite de la suite(fn). La propríet́e suivante est imḿediate :

lim sup
n

fn = − lim inf
n

(−fn), (12)

et si les(An)n≥1 sont des parties deE, en se rappelant la définition 1-5 on a :

lim sup
n

1An
= 1lim supn An

, lim inf
n

1An
= 1lim infn An

. (13)

Proposition 8 Soit(fn)n≥1 une suite de fonctions mesurables sur(E, E), à valeurs dansIR ou dansĪR̄.
a) Les fonctionssupn fn et infn fn sont mesurables.
b) Les fonctionslim supn fn et lim infn fn sont mesurables.
c) L’ensemble desx ∈ E où la suite nuḿerique(fn(x)) converge (dit “ensemble de convergence” de la
suite(fn)) est dansE .
d) Si la suite(fn) converge simplement, sa limite est une fonction mesurable.

Preuve. Pour (a) on utilise le fait que{supn fn ≤ x} = ∩n{fn ≤ x} et{infn fn < x} = ∪n{fn < x} et la proposition
5. (b) s’obtient par application réṕet́ee de (a). Sig = lim supn fn et h = lim infn fn, l’ensemble de convergence de la
suite(fn) est l’ensemble{g = h}, qui est mesurable d’après (10). Enfin si(fn) converge simplement sa limite estégale
àg = h, donc (d) d́ecoule de (b).�

4) Image d’une mesure par une application :Ci-dessous on considère d’une part une application mesurable
de(E, E) dans(F,F), et d’autre part une mesureµ sur(E, E). On peut “transporter” la mesureµ surF parf , selon le
sch́ema suivant :

Théorème 9 Si pour toutB ∈ F on pose

ν(B) = µ(f−1(B)), (14)

on d́efinit une mesureν sur (F,F), appeĺee lamesure imagedeµ par f .

18
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Preuve. On utilise (2) : d’une part,ν(∅) = µ(∅) = 0. D’autre part si on a une suite(Bn)n≥1 de parties deux-à-deux
disjointes et appartenantàF , lesAn = f−1(Bn) sont aussi deux-à-deux disjointes, tandis que∪nAn = f−1(∪nBn).
Par suite

ν(∪nBn) = µ(f−1(∪nBn)) = µ(∪nAn) =
∑
n

µ(An) =
∑
n

ν(Bn). �

2.2 L’int égrale des fonctions mesurables

Nous fixons ci-dessous un espaceE muni d’une tribuE et d’une mesureµ. On appelleF l’ensemble de toutes les
fonctions ŕeelles mesurables sur(E, E) : c’est un espace vectoriel d’après (7).

Nous nous proposons de définir l’int égrale d’une fonctionf par rapportà µ, not́ee
∫
fdµ, pour une classe aussi

grande que possible de fonctions deF . Cette int́egrale devra avoir les propriét́es suivantes :∫
1Adµ = µ(A) si A ∈ E , (15)

L’applicationf 7→
∫
fdµ est “linéaire”, i.e.

∫
(af)dµ = a

∫
fdµ

si a ∈ IR, et
∫

(f + g)dµ =
∫
fdµ+

∫
gdµ,

}
(16)

ainsi que des propriét́es de “continuit́e” qui seront pŕeciśees plus loin.

Le principe de la construction, qui se fait en plusieursétapes, est assez simple :
1) En combinant (15) et (16), on construit

∫
fdµ pour les fonctionsf positives mesurables ne prenant qu’un nombre

fini de valeurs.
2) Toute fonction positive mesurableétant limite croissante d’une suite de fonctions du type préćedent, on obtient son

intégrale par passageà la limite.
3) Toute fonction mesurabléetant diff́erence de deux fonctions mesurables positives, on construit son intégrale par

diff érence.

1) Les fonctionsétaǵees :On dit qu’une fonction est́etaǵeesi elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs dansĪR̄.
On noteF0

+ l’ensemble de toutes les fonctionsétaǵees positives mesurables. Cet ensemble n’est pas un espace vectoriel
(c’est seulement ce qu’on appelle un “cône”), mais il est stable par addition, et par multiplication par les réels positifs (et
par+∞ : rappelons les conventions 1-(1) et 1-(2)).

Etant donńes les nombresa1, . . . , an de ĪR̄+ et les ensembles mesurablesA1, . . . , An, on obtient une fonctionf ∈
F0

+ en posant

f =
n∑
i=1

ai1Ai . (17)

(il est clair que cette fonction ne peut prendre que les valeurs qui sont des sommes d’un nombre quelconque deai, donc
ne prend qu’un nombre fini de valeurs ; d’autre partf est mesurable par (4) et (7)). Il y a évidemment plusieurs manières
d’écrire la m̂eme fonctionf sous la forme (17).

Inversement, toutef ∈ F0
+ s’écrit sous cette forme, et m̂eme admet unéecriture (17) “canonique” qui est unique et

qui a la forme suivante : SiU est l’ensemble des valeurs prises parf , la familleAa = {f = a} indicée par l’ensemble
fini U (i.e.a parcourtU ) constitue une partition mesurable deE, et on a

f =
∑
a∈U

a1Aa . (18)

Cetteécriture est un cas particulier de (17).

Définition 10 Par définition, on appelle int́egrale par rapportà µ de la fonctionf ∈ F0
+ admettant la

décomposition canonique (18), et on note
∫
fdµ ou

∫
f(x)µ(dx), le nombre suivant de[0,∞] :∫

fdµ =
∑
a∈U

aµ(Aa) =
∑
a∈U

aµ({f = a}). � (19)
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Exemples :

1) L’int égrale de la fonction nulle (qui appartientàF0
+) est0.

2) L’int égrale de la fonction constanteégaleà a ≥ 0 (qui appartient aussìaF0
+) vautaµ(E) (donc vaut+∞ si la

mesureµ est de masse totale infinie, ou sia = +∞ etµ n’est pas la mesure nulle).

3) Rappelons quef = 1A est dansF0
+ si et seulement siA ∈ E . Dans ce cas son intégrale estµ(A) : on a donc (14).

�

Proposition 11 (i) Si f ∈ F0
+ est donńee par (17), on a∫

fdµ =
n∑
i=1

aiµ(Ai) (20)

(ii) Si a ≥ 0 etf ∈ F0
+, on a

∫
(af)dµ = a

∫
fdµ.

(iii) Si f, g ∈ F0
+, on a

∫
(f + g)dµ =

∫
fdµ+

∫
gdµ.

(iv) Sif, g ∈ F0
+ etf ≤ g, on a

∫
fdµ ≤

∫
gdµ.

Preuve. (ii) estévident. Pour montrer (iii), notonsU etV les ensembles (finis) de valeurs prises parf etg respectivement,
ainsi queAa = {f = a} poura ∈ U etBb = {g = b} pour b ∈ V . Remarquons que sia ∈ U l’ensembleAa est la
réunion des ensembles mesurables deux-à-deux disjoints(Aa ∩ Bb)b∈V (certains de ces ensembles peuventêtre vides).
De mêmeBb est la ŕeunion des ensembles mesurables deux-à-deux disjoints(Aa ∩ Bb)a∈U . D’après (19) et l’additivité
(A) deµ on a donc ∫

fdµ =
∑
a∈U

aµ(Aa) =
∑

a∈U,b∈V

aµ(Aa ∩Bb),∫
gdµ =

∑
b∈V

bµ(Bb) =
∑

a∈U,b∈V

bµ(Aa ∩Bb).

En additionnant, il vient ∫
fdµ+

∫
gdµ =

∑
a∈U,b∈V

(a+ b)µ(Aa ∩Bb). (21)

Par ailleurs notonsW l’ensemble des valeurs prises parh = f + g. Tout pointc deW s’écrit c = a + b pour une
certaines famille (finie)Ic de couples(a, b) dans le produitU × V (noter queIc peut contenir un ou plusieurs couples).
L’ensembleCc = {h = c} est alors la ŕeunion des ensembles deux-à-deux disjoints(Aa ∩Bb)(a,b)∈Ic

, de sorte que∫
hdµ =

∑
c∈W

cµ(Cc) =
∑
c∈W

∑
(a,b)∈Ic

cµ(Aa ∩Bb). (22)

Si le couple(a, b) ∈ U × V n’appartientà aucunIc on aAa ∩ Bb = ∅, de sorte queµ(Aa ∩ Bb) = 0. Comme
c = a+ b lorsque(a, b) ∈ Ic, il est alors facile de v́erifier que les expressions (21) et (22) sontégales : on a donc (iii).

Pour obtenir (i), il suffit alors d’appliquer (ii), (iii) et (14). Enfin sif, g ∈ F0
+ et sif ≤ g, la fonctionh = g − f est

aussi dansF0
+. Par (iii) on a

∫
gdµ =

∫
fdµ+

∫
hdµ. Comme

∫
hdµ ≥ 0 par constrution (cf. (19)), on obtient (iv). �

Proposition 12 Soit (fn)n≥1 une suite croissante (i.e.fn ≤ fn+1 pour toutn) de fonctions deF0
+ et

f(x) = limn ↑ fn(x) noter quef n’est pas ńecessairementétaǵee).
(i) Si g ∈ F0

+ vérifieg ≤ f , on a
∫
gdµ ≤ limn ↑

∫
fndµ.

(ii) Si de plusf ∈ F0
+, on a

∫
fdµ = limn ↑

∫
fndµ.

Preuve. D’après (iv) de la proposition préćedente la suiteαn =
∫
fndµ est croissante, et on noteα sa limite.

(i) Soit g ∈ F0
+ avecg ≤ f . Soitε ∈]0, 1[ fixé. La fonctiong′ = (1− ε)g vérifie g′ ∈ F0

+, g′ ≤ f , etg′(x) < f(x)
si f(x) > 0.

SoitU l’ensemble des valeurs prises parg′. Pour touta ∈ U on aa1{g′=a≤fn} ≤ fn1{g′=a} ; donc en appliquant les
assertions (i) et (iv) de la proposition préćedente, on obtient

aµ({g′ = a ≤ fn}) =
∫

(a1{g′=a≤fn})dµ ≤
∫

(fn1{g′=a})dµ.
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Comme
∑
a∈U fn1{g′=a} = fn, en sommant les ińegalit́es ci-dessus pour tous lesa ∈ U et en utilisant (iii) de la

proposition11, il vient ∑
a∈U

aµ({g′ = a ≤ fn}) ≤
∫ ∑

a∈U
(fn1{g′=a})dµ = αn.

Rappelons que sif(x) = 0 on ag′(x) = fn(x) = 0 pour toutn, tandis que sif(x) > 0 on ag′(x) < f(x) et donc
g′(x) < fn(x) pourn assez grand (d́ependant dex). Par suite{g′ = a ≤ fn} ↑ {g′ = a} quandn crôıt vers l’infini.
Donc en utilisant le th́eor̀eme14, on obtient en passantà la limite dans l’ińegalit́e pŕećedente :∫

g′dµ =
∑
a∈U

aµ({g′ = a}) ≤ α.

Enfin commeg = g′

1−ε on a
∫
gdµ = 1

1−ε
∫
g′dµ ≤ α

1−ε . Commeε est arbitrairement proche de0 et comme
limε↓0

α
1−ε = α, on en d́eduit finalement que

∫
gdµ ≤ α.

(ii) Si maintenantf ∈ F0
+, (i) appliqúe àg = f montre que

∫
fdµ ≤ α. Par ailleursfn ≤ f , doncαn ≤

∫
fdµ pour

toutn, et en passant̀a la limite on obtientα ≤
∫
fdµ. Par suite

∫
fdµ = α. �

2) Les fonctions positives :Dans la suite on noteF+ l’ensemble des fonctions mesurablesà valeurs dans̄IR̄+

Lemme 13 Toute fonctionf deF+ est limite simple d’une suite croissante(fn)n≥1 de fonctions mesu-
rables positiveśetaǵees (i.e.f(x) = limn ↑ fn(x) pour toutx ∈ E).

Preuve. Il suffit de poser :

fn(x) =


k
2n si k

2n ≤ f(x) < k+1
2n et k = 0, 1, . . . , n2n − 1,

n si f(x) ≥ n. �

Définition 14 On appelleintégralepar rapport̀aµ de la fonctionf ∈ F+ le nombre suivant de[0,∞] :∫
fdµ =

∫
f(x)µ(dx) = sup(

∫
gdµ : g ∈ F0

+, g ≤ f). � (23)

Lemme 15 Si f ∈ F+, toute suite croissante(fn)n≥1 de fonctions deF0
+ admettantf pour limite (il

existe de telles suites d’après le lemme13) vérifie
∫
fdµ = limn ↑

∫
fndµ.

Preuve. La suite de nombresαn =
∫
fndµ crôıt vers une limiteα ∈ [0,∞]. D’après (23) on aαn ≤

∫
fdµ, donc aussi

α ≤
∫
fdµ. A l’inverse, toute fonctiong ∈ F0

+ telle queg ≤ f vérifie
∫
gdµ ≤ α par la proposition12, de sorte que∫

fdµ ≤ α en vertu de (23) : on en d́eduit queα =
∫
fdµ. �

Nous pouvons maintenanténoncer l’un des résultats essentiels de la théorie :
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Théorème 16 (i) Si a ∈ IR+ etf ∈ F+, on a
∫

(af)dµ = a
∫
fdµ.

(ii) Si f, g ∈ F+ on a
∫

(f + g)dµ =
∫
fdµ+

∫
gdµ.

(iii) Si f, g ∈ F+ et sif ≤ g, on a
∫
fdµ ≤

∫
gdµ.

(iv) (THEOREME DE CONVERGENCE MONOTONE)Si la suite(fn)n≥1 de fonctions deF+ crôıt
vers une limitef (nécessairement dansF+), alors la suite(

∫
fndµ)n≥1 crôıt vers

∫
fdµ.

(v) Pour toute suite(fn)n≥1 de fonctions deF+ on a∫
(inf
n
fn)dµ ≤ inf

n

∫
fndµ,

∫
(sup
n
fn)dµ ≥ sup

n

∫
fndµ. (24)

(vi) Pour toute suite(fn)n≥1 de fonctions deF+ on a∫
(lim inf

n
fn)dµ ≤ lim inf

n

∫
fndµ. (25)

Attention : (vi) est une version de ce qu’on appelle lelemme de Fatou(on en verra une forme plus géńerale plus loin).
Contrairement̀a ce que pourrait faire penser (24), dans lequel ”sup” et ”inf” jouent des rôles analogues, on n’a pas dans
(vi) l’in égalit́e en sens opposé en remplaçant ”liminf” par ”limsup” : si par exempleµ est une mesure de masse totale
infinie et sifn(x) = 1/n, on alim supn fn = lim infn fn = f , avecf(x) = 0 pour toutx ; donc

∫
lim supn fndµ =∫

lim infn fndµ = 0 ; cependant
∫
fndµ = ∞ pour toutn, donclim supn

∫
fndµ = lim infn

∫
fndµ = ∞.

Preuve. Pour (i), (ii) et (iii) On consid̀ere des suites(fn) et (gn) de fonctions deF0
+ croissant respectivement versf

et g. On afn + gn ∈ F0
+ et fn + gn ↑ f + g, donc le lemme15 et les assertions (ii), (iii) et (iv) de la proposition11

impliquent (i), (ii) et (iii).

(iv) D’après (iii), la suiteαn =
∫
fndµ crôıt vers une limiteα et vérifie αn ≤

∫
fdµ, de sorte queα ≤

∫
fdµ.

Pour chaquen il existe une suite croissante(gn,i)i≥1 de fonctions deF0
+ telle quelimi ↑ gn,i = fn. On posehi =

supn:1≤n≤i gn,i. Chaquehi est dansF0
+ ; on agn,i ≤ gn,i+1, donchi ≤ hi+1 et la suite(hi) crôıt vers une limiteh

quandi tend vers l’infini ; commegn,i ≤ f on ahi ≤ f et donch ≤ f ; enfinhi ≥ gn,i pour touti ≥ n, donch ≥ fn
pour toutn, donch ≥ f : on en d́eduit finalement que(hi) est une suite croissante de fonctions deF0

+ admettant la
limite h = f .

On a donc
∫
hidµ ↑

∫
fdµ quandi tend vers l’infini, d’apr̀es le lemme15. Maishi ≤ supn:1≤n≤i fn = fi, de sorte

que
∫
hidµ ≤ αi. Par suite en passantà la limite eni on obtient

∫
fdµ ≤ α : doncα =

∫
fdµ et le ŕesultat est d́emontŕe.

(v) Soit g = infn fn et h = supn fn, qui sont des fonctions deF+ Pour toutn on ag ≤ fn ≤ h, donc
∫
gdµ ≤∫

fndµ ≤
∫
hdµ par (iii), et (24) est imḿediat.

(vi) Si gn = infi≥n fi, on a
∫
gndµ ≤ infi≥n

∫
fndµ d’apr̀es (v). Lorsquen tend vers l’infini, les nombres

infi≥n
∫
fndµ croissent vers le nombrelim infn

∫
fndµ. Par ailleurs la suite(gn) crôıt vers la fonctionlim infn fn,

donc (iv) implique que
∫
gndµ crôıt vers

∫
lim infn fndµ. L’in égalit́e (25) est alors imḿediate.�

Lorsque lesfn sont des fonctions mesurables positives, en appliquant (iv) ci-dessus aux fonctionsgn = f1 + . . .+fn
on obtient le

Corollaire 17 (fn)n≥1 sont des fonctions mesurables positives, on a
∫

(
∑
n fn)dµ =

∑
n

∫
fndµ (on

peut “intervertir” somme d’une série et int́egrale, lorsque les termes sont positifs).

Exemple :Si (un,i)n,i≥1 est une double suite de nombres positifs, un résultat bien connu de la théorie des śeries affirme
que ∑

n≥1

∑
i≥1

un,i =
∑
i≥1

∑
n≥1

un,i (26)
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(appeĺe “interversion des sommations”, ou encore “sommation par paquets”). Ce résultat est aussi une conséquence du
corollaire pŕećedent : en effet, soitE = IN∗, muni de la tribuE de toutes les parties et de la mesure de comptageµ (i.e.
µ(A) est le nombre de point deA). Noter que toute fonction surE estE-mesurable. La formule ci-dessus provient alors
du corollaire, si on posefn(i) = un,i. �

3) Les fonctions de signe quelconque :Il nous restèa d́efinir l’int égrale des fonctions de signe quelconque.
Pour cela, on utilise le fait qu’une fonctionf est toujours la diff́erencef = g − h de deux fonctions positives, cette
décomposition n’́etant bien-ŝur pas unique. On verra ci-dessous que sif est mesurable, on peut choisirg eth mesurables
également. L’id́ee consistèa d́efinir

∫
fdµ comme la diff́erence

∫
gdµ−

∫
hdµ : mais pour que cela ait un sens, il ne faut

pas que la diff́erence ci-dessus soit∞−∞.
On a donc int́er̂et à choisirg et h ci-dessus aussi petites que possibles (car si on augmenteg, on augmenteh de la

même quantit́e pour pŕeserver l’́egalit́eg − h = f , et donc on augmente les intégrales deg eth). Le choix “minimal” est
le suivant :

f+(x) = sup(0, f(x)), f−(x) = sup(0,−f(x)), (27)

de sorte qu’on a
f = f+ − f−, |f | = f+ + f−. (28)

f+ et f− sont ce qu’on appelle lesparties positive et ńegativedef , et toute autre d́ecompositionf = g − h avecg et
h positives v́erifie g ≥ f+ eth ≥ f−. Remarquer aussi que sif est mesurable, alorsf+ et f− sont mesurables par (9).
Avec ces notations, on peut enfin donner la définition de l’int́egrale dans le cas géńeral :

Définition 18 a) On dit que la fonction mesurablef à valeurs dans̄IR̄ admet une int́egralepar rapport̀aµ,
ou que “son int́egrale existe”, si on n’a pas̀a la fois

∫
f+dµ = ∞ et

∫
f−dµ = ∞ ; dans ce casl’int égrale

def est le nombre ∫
fdµ =

∫
f(x)µ(dx) =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ. (29)

b) On dit que la fonction mesurablef est intégrablepar rapport̀a µ (ou : µ-intégrable) si l’int́egrale
∫
|f |dµ est finie.

Ceciéquivaut̀a dire que les int́egrales def+ etf− sont finies (utiliser (28) et le th́eor̀eme16-(ii)), de sorte que l’int́egrale∫
fdµ existe et est finie.

c) Finalement on noteL1(E, E , µ) (ou plus simplementL1) l’ensemble des fonctions̀a valeurs dansIR, mesurables et
intégrables.�

Cette terminologie est un peu malheureuse, puisqu’une fonction peut ne pasêtre int́egrable, et cependant avoir une
intégrale (qui vaut alors ńecessairement−∞ ou+∞). Si f admet une int́egrale, elle est intégrable si et seulement si son
intégrale est finie. Avant de donner les principales propriét́es de l’int́egrale, voici quelques exemples.

Exemples :

1) Soit (E, E) un espace mesurable quelconque, etµ = εa la mesure de Dirac au pointa (rappelons queµ(A) vaut1
ou 0 selon quea est dansA ou non). Il est facile de v́erifier que toute fonction mesurablef admet une int́egrale,
qui vaut

∫
fdµ = f(a). Les fonctions int́egrables sont celles qui vérifient f(a) ∈ IR (elles peuvent prendre les

valeurs+∞ et−∞ en dehors dea).

2) Soit E = {1, . . . , k}, muni de la tribu de toutes les parties et de la mesure de comptageµ. On a d́ejà dit que
toute fonction surE est mesurable, et́evidemment toute fonction ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Ainsi
F0

+ = F+ est l’ensemble des fonctionsà valeurs dans̄IR̄+.
Dans cet exemple, une fonction est intégrable si et seulement si elle està valeurs dansIR. Une fonction admet
une int́egrale si et seulement si elle està valeurs dans] − ∞,∞] ou dans[−∞,∞[. Dans tous ces cas, on a∫
fdµ =

∑k
i=1 f(i)

3) SoitE = IN∗, muni de la tribu de toutes les parties et de la mesure de comptageµ. Une fonctionf surE peutêtre
identifiéeà la suite(un = f(n))n≥1 des valeurs qu’elle prend, et là encore toute fonction surE est mesurable. Si
f est une fonction positive, on peut construire une suite particulière(fn)n≥1 de fonctionśetaǵees croissant versf
en posant :

fn(i) =

{
f(i) si i ≤ n,

0 si i > n.
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D’après (20) on a
∫
fndµ =

∑n
i=1 f(i), et le lemme15 implique que

∫
fdµ =

∑
i≥1 f(i) : l’int égrale def est

ainsi la somme de la série de terme ǵeńeralf(i).
La définition18entraine alors qu’une fonctionf (de signe quelconque) estintégrablesi et seulement si la série de
terme ǵeńeralf(i) estabsolument convergente, et dans ce cas

∫
fdµ =

∑
i≥1 f(i). Notons qu’on retrouve ici, en

particulier, la propríet́e (S5) du chapitre 1.
La fonctionf n’est pas int́egrable, mais admet une intégrale, si et seulement si on est dans l’un des cas suivants :
(a)
∑
i:f(i)<0 |f(i)| <∞ et

∑
i:f(i)>0 f(i) = ∞, auquel cas

∫
fdµ = +∞,

(b)
∑
i:f(i)>0 f(i) <∞ et

∑
i:f(i)<0 |f(i)| = ∞, auquel cas

∫
fdµ = −∞. �

Théorème 19 (i) L’ensembleL1(E, E , µ) de toutes les fonctions qui sontà valeurs ŕeelles et qui sont
mesurables et intégrables, est un espace vectoriel.
(ii) L’applicationf 7→

∫
fdµ deL1(E, E , µ) dansIR est une forme lińeaire positive :on rappelle que cela

veut dire que c’est une application linéaire deL1(E, E , µ) dansIR, i.e.
∫

(f + g)dµ =
∫
fdµ +

∫
gdµ et∫

(af)dµ = a
∫
fdµ si a ∈ IR, et qu’elle est en outre “positive” au sens où

∫
fdµ ≥ 0 si f ≥ 0

(iii) Pour toute fonctionf deL1(E, E , µ) on a

|
∫
fdµ| ≤

∫
|f |dµ. (30)

(iv) Enfin sif ∈ L1(E, E , µ) et sig est mesurable et vérifie |g| ≤ |f |, alorsg ∈ L1(E, E , dµ).

Avant de prouver ce th́eor̀eme on váenoncer un lemme de “lińearit́e” qui géńeralise la propríet́e (29) et qui concerne
les fonctions admettant une intégrale sanŝetre ńecessairement intégrables.

Lemme 20 Soitf = g−h la différence de deux fonctionsg eth deF+. Si l’une des deux intégrales
∫
gdµ

ou
∫
hdµ au moins est finie, alorsf admet une int́egrale, qui vaut

∫
fdµ =

∫
gdµ−

∫
hdµ.

Preuve. Supposons par exemple que
∫
gdµ <∞. D’une partf+ ≤ g, d’autre partf+ + h = f− + g. Donc le th́eor̀eme

16 implique d’une part
∫
f+dµ ≤

∫
gdµ <∞, et d’autre part∫

f+dµ+
∫
hdµ =

∫
f−dµ+

∫
gdµ.

On en d́eduit que
∫
fdµ est bien d́efini par la formule (29), à valeurs dans[−∞,∞[, et que∫

hdµ = −
∫
f+dµ+

∫
f−dµ+

∫
gdµ = −

∫
fdµ+

∫
gdµ,

d’où le ŕesultat.�

Preuve du théorème19. Si f ≥ 0 on af = f+ etf− = 0, donc
∫
fdµ =

∫
f+dµ ≥ 0.

Si a ∈ IR+ on a(af)+ = af+ et (af)− = af−. Donc le th́eor̀eme16-(i) et la d́efinition 18 impliquentaf ∈ L1 et∫
(af)dµ = a

∫
fdµ. Si maintenanta ∈] −∞, 0[, on a(af)+ = −af− = |a|f− et (af)− = −af+ = |a|f+ : on en

déduit par les m̂emes arguments queaf ∈ L1 et que
∫

(af)dµ = a
∫
fdµ.

Soit maintenantf, g ∈ L1. D’abord |f + g| ≤ |f | + |g|, donc le th́eor̀eme16-(ii,iii) implique f + g ∈ L1 : cela
termine la preuve du fait queL1 est un espace vectoriel. Ensuitef + g = f+ + g+− f−− g− et les fonctions du second
membre ci-dessus sont toutes d’intégrale finie. Le lemme préćedent entraine alors∫

(f + g)dµ =
∫
f+dµ+

∫
g+dµ−

∫
f−dµ−

∫
g−dµ =

∫
fdµ+

∫
gdµ.

On a donc achev́e la preuve de la lińearit́e et de la positivit́e def 7→
∫
fdµ.

Pour tousa, b ∈ IR+ on a|a− b| ≤ a+ b, donc en utilisant (28) on obtient

|
∫
fdµ| = |

∫
f+dµ−

∫
f−dµ| ≤

∫
f+dµ+

∫
f−dµ =

∫
|f |dµ,
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donc on a (30). Enfin la dernìere assertion d́ecoule du th́eor̀eme16-(iii). �

Nous terminons par des résultats de “continuité” concernant l’int́egrale. Il s’agit des ŕesultatsessentielsde la th́eorie,
qui doivent absolument̂etre assimiĺes. Ils seront encore améliorés plus loin, mais vu leur importance il ne faut pas lésiner
sur les ŕeṕetitions. . . )

Théorème 21 Soit(fn)n≥1 une suite de fonctions mesurables.
a) (LEMME DE FATOU) Sig est une fonctioǹa valeurs dansIR et int́egrable, on a les implications :

fn ≥ g ∀n ⇒
∫

(lim inf
n

fn)dµ ≤ lim inf
n

∫
fndµ, (31)

fn ≤ g ∀n ⇒
∫

(lim sup
n

fn)dµ ≥ lim sup
n

∫
fndµ, (32)

b) (THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE DE LEBESGUE)S’il existe une fonction intégrable
g telle que|fn| ≤ g pour toutn et si la suite(fn) converge simplement vers une limitef on a

f ∈ L1(E, E , µ) et
∫
fndµ →

∫
fdµ. (33)

Preuve. a) Remarquons d’abord que (31) implique (32) : en effet sif ′n = −fn, on alim supn fn = − lim infn f ′n ; si de
plusfn ≤ g on af ′n ≥ −g, tandis que sig et int́egrable il en est de m̂eme de−g : pour obtenir (32) pour la suite(fn) il
suffit alors d’appliquer (31) à la suite(f ′n).

Pour montrer (31), on posef ′n = fn−g, qui par hypoth̀ese est positive. On afn = f ′n+g+−g− etg− est int́egrable,
donc le lemme20entraine que

∫
fndµ est bien d́efinie et vaut

∫
f ′ndµ+

∫
gdµ. De m̂eme sif = lim infn fn etf ′ = f−g

on af ′ ≥ 0, donc
∫
fdµ est bien d́efinie et vaut

∫
f ′dµ +

∫
gdµ. Comme enfinf ′ = lim infn f ′n, il suffit d’appliquer

(25) pour obtenir (31).

b) On a clairement|f | ≤ g, doncf est int́egrable. On a aussif = lim supn fn = lim infn fn et−g ≤ fn ≤ g. Par
suite (31) et (32) entrainent ∫

fdµ ≤ lim inf
n

∫
fndµ ≤ lim sup

n

∫
fndµ ≤

∫
fdµ.

La propríet́e
∫
fndµ→

∫
fdµ en d́ecoule imḿediatement.�

Le lecteur sera particulièrement attentif̀a l’énonće du th́eor̀eme de Lebesgue, dans lequel il y a deux hypothèses : 1) la
suite(fn) converge simplement, ce qui signifiefn(x) → f(x) pour toutx, et 2) la suite(fn) est “domińee” par la fonction
g, ce qui signifie|fn(x)| ≤ g(x) pour toutx et toutn, et en plusg est int́egrable. Sans la première hypoth̀ese l’́enonće
n’a pas de sens car la fonctionf n’est pas d́efinie. Sans la seconde le théor̀eme est faux, comme le montre l’exemple
cité apr̀es le th́eor̀eme16 : on prendfn(x) = 1/n pour toutx ∈ E, qui converge simplement (et même uniforḿement !)
vers la fonction nullef = 0, alors que siµ est une mesure infinie les intégrales

∫
fndµ (qui sont infinies) ne convergent

pas vers
∫
fdµ = 0 : dans cet exemple la plus petite fonctiong dominant la suite(fn) estg(x) = 1, et elle n’est pas

intégrable.
Signalons que le th́eor̀eme de Lebesgue géńeralise le th́eor̀eme 1-14-(b) : avec les notations de ce dernier théor̀eme,

et sifn = 1An , on a convergence simple de(fn) versf = 1A, et domination par la fonctiong = 1B .

2.3 L’int égrale des fonctions̀a valeurs complexes

Il est utile (en particulier en analyse de Fourier, comme on le verra plus loin) d’intégrer des fonctions complexes.
Nous allons voir que cette opération est tr̀es simple,̀a condition de consid́erer une fonction complexe comme un couple
de deux fonctions réelles.

Comme dans la section préćedente, on fixe un ensembleE muni d’une tribuE et d’une mesureµ. Une fonction
complexe surE est une application deE dansCC. Rappelons que tout nombre complexey peut s’́ecrire de manìere
unique commey = a+ ib où a et b sont des ŕeels appeĺes respectivement partie réelle et partie imaginaire dey. Onécrit
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aussia = R(y) et b = I(y). Inversement sia, b sont des ŕeels on leur associe le complexey = a + ib. On peut ainsi
identifier les ensemblesCC et IR2, et cette identification est encore valable pour les notions de convergence (et donc pour
la topologie) : les complexesyn = an + ibn convergent vers le complexey = a + ib si et seulement si les deux suites
réelles(an) et (bn) convergent respectivement versa et b. Par suite la tribu borélienneC deCC peutêtre identifíeeà la
tribu boŕelienneR2 deIR2.

Toute fonction complexef surE s’écritf = R(f) + iI(f) oùR(f) etI(f) sont les fonctions ŕeelles surE définies
parR(f)(x) = R(f(x)) et I(f)(x) = I(f(x)). La fonctionf est mesurable de(E, E) dans(CC, C) si et seulement si
les deux fonctionsR(f) etI(f) sont mesurables de(E, E) dans(IR,R).

Rappelons encore que lemoduledu complexey = a+ ib est|y| =
√
a2 + b2. Si f est une fonction complexe, on a

|f | ≤ |R(f)|+ |I(f)|, |R(f)| ≤ |f |, |I(f)| ≤ |f |. (34)

Si de plusf est mesurable, la fonction|f | est aussi mesurable par les propositions6 et8.

Définition 22 La fonction complexef sur (E, E) est diteintégrable par rapport̀a la mesureµ si d’une
part elle est mesurable et si d’autre part la fonction réelle|f | est int́egrable. Cela entraine d’après (34) que
les fonctions ŕeellesR(f) etI(f) sont int́egrables, et l’int́egrale def est le nombre complexe suivant :∫

fdµ =
∫
f(x)µ(dx) =

∫
R(f)dµ+ i

∫
I(f)dµ. � (35)

Théorème 23 (i) L’ensemble des fonctions complexes intégrables est un espace vectoriel surCC.
(ii) L’applicationf 7→

∫
fdµ de cet espace dansCC est une forme lińeaire.

(iii) On a pour toute fonction complexe intégrable :

|
∫
fdµ| ≤

∫
|f |dµ. (36)

Preuve. Compte tenu du th́eor̀eme19 les deux premìeres assertions sontévidentes. Soitf une fonction complexe
intégrable. Il existe unz ∈ CC avec|z| = 1 et tel que le produitz

∫
fdµ soit ŕeel, et bien entendu|z

∫
fdµ| = |

∫
fdµ|.

Par ailleurs la lińearit́e montre quez
∫
fdµ =

∫
(zf)dµ. Comme cette expression est réelle, en comparantà (35) on voit

qu’en faitz
∫
fdµ =

∫
R(zf)dµ. Mais |R(zf)| ≤ |zf | = |f | par (34), donc (30) et le th́eor̀eme16-(iii) entrâınent que

|z
∫
fdµ| ≤

∫
|f |dµ et on obtient ainsi (36). �

2.4 L’int égrale par rapport à la mesure de Lebesgue

Dans cette dernière section nous allons considérer le cas particulier òuE = IR est muni de sa tribu borélienne et de
la mesure de Lebesgueλ. La th́eorie de l’int́egration dans ce cas n’est nullement plus simple que dans le cas géńeral vu
plus haut, mais il est́evidemment important de vérifier que l’int́egrale obtenue dans ce chapitre (qu’on appelle “intégrale
de Lebesgue”) cöıncide avec l’int́egrale de Riemann lorsque celle-ci existe.

Pour montrer en toute géńeralit́e qu’une fonction Riemann-intégrable est aussi Lebesgue-intégrable il nous manque
encore un outil qui sera dévelopṕe dans le chapitre suivant. Mais nous pouvons dès à pŕesent montrer que pour une
fonctionf qui est continue par morceaux (cela veut dire qu’il existe un nombrefini de ŕeelsa1 < . . . < ak tels que la
fonctionf soit continue en tout pointx diff érent de tous lesai, et telle qu’en plus elle admette une limiteà droite et une
limite à gauche finies en chacun des pointsai), les deux int́egrales cöıncident (dans la pratique, on n’intègre jamais au
sens de Riemann des fonctions qui ne sont pas continues par morceaux).

Consid́erons donc une fonctionf surIR, continue par morceaux, qu’on va intégrer sur un intervalle borné [a, b]. On
noteD l’ensemble fini constitúe des pointsa et b et des points de]a, b[ où f n’est pas continue, etC = [a, b]\D. On va
consid́erer pour chaquen une subdivisionα(n, 0) < . . . < α(n, kn) de[a, b] enkn sous-intervalles (doncα(n, 0) = a et
α(n, kn) = b), de sorte que tous les points deD soient des points de subdivision, et que le pas de cette subdivision (i.e.
supi(α(n, i)−α(n, i− 1))) tende vers0 quandn→∞. Soit aussiβ(n, i) un point quelconque de]α(n, i− 1), α(n, i)[.
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Avec ces notations, on sait que l’intégrale de Riemann
∫ b
a
f(x)dx est la limite des suites

In =
kn∑
i=1

f(β(n, i))(α(n, i)− α(n, i− 1)).

Soit alors pour chaquen la fonction

fn(x) =


f(β(n, i)) si x ∈ [α(n, i− 1), α(n, i)[∩C

f(x) si x ∈ D

0 si x /∈ [a, b].

Une autre manière d’́ecrirefn est la suivante :

fn =
kn∑
i=1

f(β(n, i))1[α(n,i−1),α(n,i)[∩C +
∑
u∈D

f(u)1{u},

et sur cette expression on voit immédiatement quefn est boŕelienne et que son intégrale par rapport̀a la mesure de
Lebesgue est ∫

fndλ =
kn∑
i=1

f(β(n, i))λ([α(n, i− 1), α(n, i)] ∩ C) +
∑
u∈D

f(u)λ({u}).

La mesure de Lebesgue d’un singleton est nulle, etλ([α(n, i−1), α(n, i)[∩C) = α(n, i)−α(n, i−1) : donc
∫
fndλ = In.

Par ailleurs,́etant donńees les propriét́es def il est tr̀es facile de voir que la suite(fn)n converge simplement (et m̂eme
uniformément) vers la fonctionf ′ = f1[a,b], de sorte quef est boŕelienne. De plus|fn| ≤ g pour toutn, si g désigne la
fonctionégaleà0 sur le compĺementaire de[a, b] et à supx∈[a,b](|f(x)|) sur[a, b]. La fonctiong étant int́egrable, on peut
appliquer le th́eor̀eme de Lebesgue, qui implique que

∫
fndλ = In converge vers

∫
f ′dλ. Par suite on a∫ b

a

f(x)dx =
∫

(f1[a,b]dλ. (37)

Remarquons au passage que la notation
∫ b
a
f(x)dx est tr̀es commode. On va donc l’utiliser aussi pour l’intégrale de

Lebesgue. Plus préciśement, siµ est une mesure quelconque sur un espace mesurable(E, E) et si une fonctionf admet
une int́egrale

∫
fdµ, pour toutA ∈ E la fonctionf1A admet́egalement une intégrale (exercice : pourquoi ?), et on utilise

les notations
∫
A
fdµ ou

∫
A
f(x)µ(dx) au lieu de

∫
(f1A)dµ. Lorsque de plusµ est la mesure de Lebesgue surIR on

écrit aussi
∫
A
f(x)dx au lieu de

∫
A
f(x)λ(dx). Si enfinA = [a, b] on écrira

∫ b
a
f(x)dx, même sif n’est pas int́egrable

au sens de Riemann.
Noter qu’il existe beaucoup de fonctions qui sont intégrables au sens de Lebesgue, mais pas de Riemann ; par exemple

l’indicatricef = 1QQ∩[0,1] de l’ensemble des rationnels de[0, 1] est mesurable (et en faitétaǵee), int́egrable et d’int́egrale
nulle, mais elle n’est pas Riemann-intégrable.

Passons maintenant aux intégrales “surIR tout entier” : on peut d́efinir sous certaines conditions l’intégrale impropre∫∞
−∞ f(x)dx au sens de Riemann, comme la limite des intégrales de Riemann

∫ b
a
f(x)dx lorsquea→ −∞ et b→ +∞.

La situation est en fait analoguèa celle des śeries (ce n’est pas un hasard : on a vu que la somme d’une série est
en fait l’intégrale d’une fonction surIN relativement̀a la mesure de comptage, qui est l’exact analogue de la mesure de
Lebesgue) : la fonctionf (pour le moment continue par morceaux, mais cela s’appliqueraà toutes les fonctions Riemann-
intégrables sur chaque intervalle borné [a, b]) est int́egrable pour la mesure de Lebesgue (i.e. appartientàL1(IR,R, λ))
si et seulement si l’int́egrale

∫ +∞
−∞ f(x)dx estabsolument convergente(ce qui signifie que

∫ +∞
−∞ |f(x)|dx <∞), et dans

ce cas les int́egrales au sens de Lebesgue et de Riemann coı̈ncident et́egalent la limite de
∫ n
−n f(x)dx quandn→∞.

Remarque sur la terminologie : Soit A un boŕelien deIR. On munitA de la tribuRA des parties deIR qui sont
boŕeliennes et contenues dansA (cette classe de parties estévidemment une tribu, et c’est aussi l’ensemble des parties de
A qui, consid́eŕees comme parties deIR sont boŕeliennes).

Il sera commode dans la suite d’appeler “mesure de Lebesgue surA ” la mesure sur(A,RA) définie pour tout
B ∈ RA parµ(B) = λ(B) (le lecteur comparera cette mesure avec la restrictionλ|A deλ àA). La mesure ainsi d́efinie
sera not́ee habituellementλ, comme si ońetait sur l’espaceIR tout entier. Remarquer que

∫
A
f(x)dx ou

∫
A
f(x)λ(dx)

(notations du d́ebut de la page) signifie alors aussi l’intégrale def (consid́eŕee comme fonction surA) par rapport̀a la
mesure de Lebesgue surA : toutes ces notations et cette terminologie sont donc cohérentes.
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Le même abus de terminologie s’applique pour la mesure de Lebesgue surIRd, ou sur une partie borélienne deIRd.
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Chapitre 3

Int égration : quelques compĺements

Ce chapitre est consacré à divers compĺements au chapitre 2. Ces compléments tournent autour des ensembles dits
“négligeables” et d’une ǵeńeralisation assez anodine de l’intégration telle qu’elle est exposée au chapitre préćedent, et
autour des certaines applications assez faciles mais importantes du théor̀eme de convergence dominée. Dans le paragraphe
1 ci-dessous, outre la notion importante d’ensemble négligeable, on introduit celle de tribu complét́ee qui est nettement
moins importante.

3.1 Ensembles ńegligeables et compĺetion de tribus

1) Les ensembles ńegligeables : Donnons nous un espace mesurable quelconque(E, E), muni d’une mesure
µ. Un élémentA deE est ditµ-négligeable siµ(A) = 0. A certainségards il est naturel de dire aussi que tout sous-
ensembleB deA estµ-négligeable, qu’il appartiennèa E ou non : par exemple surIR muni de la mesure de Lebesgue,
toute partie d’un boŕelien de “longueur” nulle est naturellement qualifié aussi d’une longueur nulle. Cela conduità la
définition suivante :

Définition 1 Une partieB deE est diteµ-négligeable(ou ńegligeable par rapport̀a µ, ou simplement
négligeable s’il n’y a pas d’ambiguı̈té quant̀a la mesureµ) s’il existe un ensembleA ∈ E tel queB ⊂ A et
queµ(A) = 0.
De plus, une propriét́eP relative aux points deE est ditevraieµ-presque partoutsi le compĺementaire de
l’ensemble des pointsx où elle est ŕealiśee estµ-négligeable ; en abréǵe onécrit :P est vraieµ-p.p. �

Par exemple, sif et g sont deux fonctions surE, on dit quef = g µ-p.p. si l’ensemble{f 6= g} est ńegligeable, ou
quef < g µ-p.p. si l’ensemble{f ≥ g} est ńegligeable, etc. . . SiA etB sont deux parties deE, on écrit aussi par abus
de notationA = B µ-p.p. (resp.A ⊂ B µ-p.p.) lorsque l’ensembleA∆B est ńegligeable (resp. l’ensembleA ∩ Bc est
négligeable), ce qui revient aussià dire que1A = 1B µ-p.p. (resp.1A ≤ 1B µ-p.p.).

Exemples :

1) Supposons que la tribuE contienne les singletons{x}. Siµ est la mesure de Dirac au pointa ∈ E, un ensembleA
estµ-négligeable si et seulement s’il ne contient pasa (en effet le plus grand ensemble deµ-mesure nulle qui soit
contenu dansE est le compĺementaire{a}c). Noter que cette propriét́e est vraie quelle que soit la tribuE contenant
les singletons (ou m̂eme, quelle que soit la tribuE contenant le singleton{a}).

2) Si la tribu est engendrée par une partition finie ou dénombrable(Ai)i∈I , une partie deE est ńegligeable si et
seulement si elle est contenue dans la réunion∪i∈JAi, où J est l’ensemble des indicesi pour lesquelsµ(Ai) = 0.

3) Siµ est la mesure nulle, toutes les parties deE sont ńegligeables ; cette mesure est clairement la seule pour laquelle
E lui-même est ńegligeable.

Voici quelques propríet́es simples de la classeN des ensembles négligeables :
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Proposition 2 La classeN vérifie les propríet́es suivantes :

∅ ∈ N , (1)

B ⊂ A, A ∈ N ⇒ B ∈ N , (2)

Ai ∈ N ∀i ∈ I, I fini ou dénombrable ⇒ ∪i∈IAi ∈ N , (3)

Ai ∈ N ∀i ∈ I, I quelconque ⇒ ∩i∈IAi ∈ N . (4)

Preuve. (1) est évident puisque∅ ∈ E et µ(∅) = 0. Si A ∈ N il existeA′ ∈ E tel queA ⊂ A′ et µ(A′) = 0 par
définition. Si alorsB ⊂ A on a aussiB ⊂ A′, et on en d́eduit queB ∈ N : d’où (2).

Pour les deux autres propriét́es, remarquons que pour chaquei il existeBi ∈ E avecµ(Bi) = 0 etAi ⊂ Bi. Par
suite∩i∈IAi ⊂ Bj pour n’importe quelj ∈ I, de sorte qu’on a (4). On a aussi∪i∈IAi ⊂ ∪i∈IBi ; si I est fini ou
dénombrable,∪i∈IBi est dansE et de mesure nulle (cf. (1-17)), de sorte qu’on a (3). �

Il découle imḿediatement de (3) ci-dessus que

f = f ′ µ− p.p. et g = g′ µ-p.p. ⇒ f + g = f ′ + g′ µ− p.p., af = af ′ µ− p.p. (5)

fn = gn µ− p.p. ∀n ∈ IN ⇒


supn fn = supn gn µ− p.p.
infn fn = infn gn µ− p.p.
lim supn fn = lim supn gn µ− p.p.
lim infn fn = lim infn gn µ− p.p.

(6)

2) La tribu compl étée :Par d́efinition, on appelletribu compĺet́eedeE par rapport̀a µ la tribu engendŕee par la
réunionE ∪ N .

Voici d’abord une description de cette tribu complét́ee :

Proposition 3 La tribu compĺet́ee deE par rapportàµ égale chacune des trois classes suivantes de parties
deE :
a) La classe des partiesA deE pour lesquelles il existe deuxélémentsB etC deE avec

B ⊂ A ⊂ C, µ(C\B) = 0. (7)

b) La classe des partiesA deE pour lesquelles il existeB ∈ E etN ∈ N avec

A = B ∪N. (8)

c) La classe des partiesA deE pour lesquelles il existeB ∈ E avec

A = B µ− p.p. (i.e.A∆B ∈ N ). (9)

Preuve. SoitF la tribu compĺet́ee ; notonsA, B etC les classes de parties décrites dans (a), (b) et (c). (7) implique que
N = A\B est dansN , donc on a aussi (8) : par suiteA ⊂ B. Si on a (8) il vientA∆B ⊂ N , donc on a aussi (9) etB ⊂ C.
Si on a (9) il existeD ∈ E avecA∆B ⊂ D etµ(D) = 0 : si alorsB′ = B ∩Dc etC ′ = B ∪D il vient B′ ⊂ A ⊂ C ′ et
B′ ∈ E , C ′ ∈ E etC ′\B′ ⊂ D, doncµ(C ′\B′) = 0 : on a donc (7), de sorte queC ⊂ A. Donc finalementA = B = C.
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Il est clair queB ⊂ F , et queE ⊂ B (prendreN = ∅ dans (8)) etN ⊂ B (prendreA = ∅ dans (8)). Il reste donc̀a
prouver queB = C est une tribu.

QueE ∈ C estévident. SiA vérifie (9) avecB ∈ E , alorsAc vérifie aussi (9) avecBc (puisqueAc∆Bc = A∆B),
tandis queBc ∈ E : doncAc ∈ C. Si enfin lesAn vérifient (9) avec lesBn ∈ E , et siA = ∪nAn etB = ∪nBn on a
B ∈ E , etA∆B ⊂ ∪n(An∆Bn) ; cette dernìere ŕeunion est dansN en vertu de (3), doncégalementA∆B en vertu de
(2) : par suiteA ∈ C. Cela ach̀eve de prouver queC est une tribu.�

Proposition 4 SoitF la tribu compĺet́ee deE . Une fonctionf sur E à valeurs dansIR ou dansĪR̄ est
F-mesurable si et seulement si l’une des deux conditionséquivalentes suivantes est satisfaite :
a) Il existe une fonctionE-mesurablef ′ telle quef = f ′ µ-p.p. (i.e. l’ensemble{f 6= f ′} est µ-
négligeable).
b) Il existe deux fonctionsE-mesurablesg eth telles que

g ≤ f ≤ h, g = h µ− p.p. (10)

Preuve. On a (b)⇒(a) : prendre par exemplef ′ = g ouf ′ = h.
Supposons (a). Pour toutx ∈ IR, on a{f < x}∆{f ′ < x} ⊂ {f ′ 6= f}, donc{f < x}∆{f ′ < x} ∈ N . Comme

{f ′ < x} ∈ E en vertu de laE-mesurabilit́e def ′, on obtient{f < x} ∈ F par la proposition pŕećedente. Cecíetant vrai
pour toutx ∈ IR, il suffit d’appliquer la proposition 2-5 pour obtenir quef estF-mesurable.

Il resteà montrer que sif estF-mesurable on a (b). Pour cela on considère la classeU de toutes les fonctionsf
à valeurs dans̄IR̄+ et qui v́erifient (b). Cette classe est stable par addition : sif, f ′ ∈ U sont associées respectivement
aux couples(g, h) et (g′, h′) par (10), on peutévidemment supposer queg ≥ 0 et g′ ≥ 0 ; alorsg + g′ et h + h′ sont
E-mesurables etg+ g′ ≤ f +f ′ ≤ h+h′ et{g+ g′ < h+h′} ⊂ {g < h}∪{g′ < h′}, doncµ({g+ g′ < h+h′}) = 0,
de sorte qu’on a bienf + f ′ ∈ U . La classeU estégalement stable par multiplication par une constante positive (même
démonstration), et aussi par limite croissante : supposons que les(fn)n≥1 soient dansU et croissent versf ; soit (gn, hn)
le couple associé à fn par (10) ; les fonctionsg = supn gn et h = supn hn sontE-mesurables (proposition 2-8) ; on a
clairementg ≤ f ≤ h ; enfin{g < h} ⊂ ∪n{gn < hn}, qui est ńegligeable par (3).

Remarquer que toutA ∈ F vérifie (7) : on a donc1B ≤ 1A ≤ 1C et 1B = 1C µ-p.p., de sorte que1A ∈ U . En
utilisant les propríet́es prouv́ees ci-dessus on en déduit queU contient toutes les fonctions de la forme

∑n
i=1 ai1Ai

pour
ai ≥ 0 etAi ∈ F : en d’autres termes,U contient toutes les fonctionsF-mesurableśetaǵees positives. A cause de la
stabilit́e deU par limite croissante, et en utilisant le lemme 2-13, on voit queU contient toutes les fonctionsF-mesurables
à valeurs dans̄IR̄+ (d’apr̀es ce qui est montré au d́ebut de la preuve,U est en fait exactement l’ensemble de ces fonctions).

Il resteà examiner le cas où f estF-mesurable de signe quelconque. D’après ce qui pŕec̀ede il existe deux couples
de fonctionsE-mesurables(g′, h′) et (g′′, h′′) tels que0 ≤ g′ ≤ f+ ≤ h′ et 0 ≤ g′′ ≤ f− ≤ h′′ et queg′ = f ′ µ-p.p.
et g′′ = h′′ µ-p.p. ; noter qu’on peut toujours remplacerh′′ par la fonctionE-mesurableh′′1{g′=0} (car sig′ > 0 on a
f+ > 0, doncf− = 0), ce qui revient̀a supposer queh′′ = 0 sur{g′ = +∞}, et on peut de m̂eme supposer queh′ = 0
sur{g′ = +∞}. Les fonctionsg = g′ − h′′ eth = h′ − g′′ sontE-mesurables et v́erifientg ≤ f ≤ h et g = h µ-p.p. :
doncf vérifie (10), et la preuve est terminée. �

3) Extension de la mesurèa la tribu compl étée : On va maintenant́etendre la mesureµ à la tribu compĺet́ee
F deE par rapport̀aµ. On va commencer par un lemme qui sera amélioré plus loin.

Lemme 5 a) SiA etB sont deux partiesE-mesurables v́erifiantA = B µ-p.p., on aµ(A) = µ(B).
b) Sif etg sont deux fonctionsE-mesurables v́erifiantf = g µ-p.p., alorsf admet une int́egrale (resp. est
intégrable) si et seulement sig admet une int́egrale (resp. est intégrable), et on a alors

∫
fdµ =

∫
gdµ.

Preuve. CommeA = B µ-p.p.équivautà dire que1A = 1B µ-p.p., (a) d́ecoule de (b) appliqúe àf = 1A etg = 1B .
Commef = g µ-pp. impliquef+ = g+ µ-pp. etf− = g− µ-pp., il suffit clairement de montrer que sif et g sont

positives, on a
∫
fdµ =

∫
gdµ. Mais sih est la fonction qui vaut+∞ aux points òu f 6= g et qui vaut0 là òu f = g, on

af ≤ g + h, tandis que le fait queh soit étaǵee avec deux valeurs0 et+∞ conduità
∫
hdµ = +∞× µ({f 6= g}) = 0.

Donc
∫
fdµ ≤

∫
gdµ, et l’inégalit́e inverse se montre de la même manìere. �
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Proposition 6 Pour toutA ∈ F la formule

µ′(A) = µ(B) si A = B ∪N avecB ∈ E et N ∈ N . (11)

définit un nombreµ′(A) qui ne d́epend pas de la d́ecompositionA = B∪N choisie dans (11). L’application
A 7→ µ′(A) de F dans ĪR̄+ définit une mesureµ′ sur (E,F) qui est une extension deµ au sens òu
µ′(A) = µ(A) siA ∈ E . Cette extension est l’unique extension possible deµ àF , et on l’appelle la mesure
compĺet́ee.

Preuve. Soit A = B ∪ N = B′ ∪ N ′ deux d́ecompositions deA ∈ F avecB,B′ ∈ E et N,N ′ ∈ N . Comme
B∆B′ ⊂ N ∪N ′ et commeN ∪N ′ est ńegligeable, donc contenu dans unC ∈ E avecµ(C) = 0, on aµ(B∆B′) = 0,
ce qui impliqueµ(B) = µ(B′) : ainsi la formule (11) ne d́epend pas de la décomposition choisie pourA.

Il est clair queµ′(A) = µ(A) siA ∈ E , et en particulierµ′(∅) = 0. Pour montrer queµ′ est une mesure il reste doncà
prouver laσ-additivité. Soit une suite(An)n≥1 d’éléments deF deux-̀a-deux disjoints, de d́ecompositionsAn = Bn∪Nn
avecBn ∈ E etNn ∈ N . On a∪nAn = (∪nBn) ∪ (∪nNn), et∪nBn ∈ E , et∪nNn ∈ N , et enfin lesBn sont aussi
deux-̀a-deux disjoints : on a donc

µ′(∪nAn) = µ(∪nBn) =
∑
n

µ(Bn) =
∑
n

µ′(An).

Soit enfinµ′′ une autre mesure surF qui étendµ. SiA = B ∪N est dansF , avecB ∈ E etN ∈ N , il existeC ∈ E
avecN ⊂ C etµ(C) = 0. CommeB ⊂ A ⊂ B ∪ C il vient

µ(B) = µ′′(B) ≤ µ′′(A) ≤ µ′′(B ∪ C) = µ(B ∪ C) ≤ µ(B) + µ(C) = µ(B),

de sorte queµ′′(A) = µ(B), qui égaleµ′(A) par (11), doncµ′′ = µ′. �

Voici maintenant un ŕesultat qui contient l’aḿelioration promise du lemme5 :

Proposition 7 a) La classe des ensembles négligeables pourµ′ est la m̂eme que la classeN des ensembles
négligeables pourµ.
b) Si f est une fonctionF-mesurable, pour toute fonctionE-mesurableg égaleµ-p.p. à f (il en existe
d’apr̀es la proposition4), on a quef admet une int́egrale (resp. est intégrable) par rapportà µ′ si et
seulement sig admet une int́egrale (resp. est intégrable) par rapport̀a µ, et dans ce cas

∫
fdµ′ =

∫
gdµ.

Preuve. a) Il est clair que la classeN est contenue dans la classeN ′ des ensemblesµ′-négligeables. Inversement si
A ∈ N ′ il existeB ∈ F avecA ⊂ B etµ′(B) = 0 ; mais (11) implique alors queB = C ∪N avecN ∈ N etC ∈ E et
µ(C) = 0 : on a donc aussiC ∈ N , doncB ∈ N ; doncA ∈ N (appliquer la proposition2) : il s’ensuit queN = N ′.

b) Commeµ′ est une extension deµ, on a clairement qu’une fonctionE-mesurableg admet une int́egrale (resp. est
intégrable) par rapport̀aµ et et seulement si c’est la cas aussi par rapportàµ′, et on a alors

∫
gdµ′ =

∫
gdµ. Par ailleurs,

(a) implique qu’une propriét́e est vraieµ-p.p. si et seulement si elle est vraieµ′-p.p. : la partie (b) d́ecoule alors du lemme
5 appliqúe à la mesureµ′ et à la tribuF . �

Cette proposition montre qu’il ne sertà rien de “compĺeter” la tribuF par rapportà la mesureµ′ : en effet les
ensemblesµ′-négligeables sont contenus dansF , de sorte queF est sa propre complét́ee.

Notation : Commeµ′ est l’unique extension deµ à la tribuF , et comme les intégrales des fonctionsE-mesurables sont
les m̂emes par rapport̀aµ ou àµ′, il est habituel de noter encoreµ la mesure pŕećedemment appeléeµ′. �

Exemples :

1) Supposons queµ = εa soit la masse de Dirac ena, et que la tribuE contienne le singleton{a}. On a vu qu’une
partie deE est ńegligeable si et seulement si elle ne contient pas le pointa. La tribu compĺet́eeF est alors la tribu
F = P(E) de toutes les parties deE, et la mesure complét́eeµ′ est la masse de Dirac ena (mais, maintenant, sur
l’espace mesurable(E,P(E))).
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2) Supposons que(E, E) = (IR,R) soit muni de la mesure de Lebesgueλ. La tribu compĺet́eeF deR s’appelle la
tribu de Lebesgue. Elle est strictement plus grande que la tribu borélienne, mais elle est strictement plus petite que
la tribu de toutes les partiesP(IR).

4) Nous allons terminer ce paragraphe avec quelques résultats en rapport plus ou moins proche avec les ensembles
négligeables. Commençons par un lemme qui, connu sous le nomd’inégalit́e de Bienayḿe-Tchebicheff, est utile dans de
nombreuses applications. Dans ce qui suit on considère l’espace mesuré (E, E , µ), mais on pourrait tout aussi bien se
placer sur l’espace “complét́e” (E,F , µ′).

Lemme 8 Sif est une fonction mesurableà valeurs dans̄IR̄, on a pour touta ∈]0,∞[ :

µ({|f | ≥ a}) ≤ 1
a

∫
|f |dµ. (12)

Preuve. La fonctiong = a1{|f |≥a} vérifie g ≤ |f |, donc
∫
gdµ ≤

∫
|f |dµ. Comme

∫
gdµ = aµ({|f | ≥ a}), on en

déduit imḿediatement (12). �

Corollaire 9 Sif est une fonction mesurableà valeurs dans̄IR̄, intégrable, alors l’ensemble{|f | = +∞}
est ńegligeable(i.e. on a|f | < +∞ µ-p.p.).

Preuve. On aµ({|f | = +∞}) ≤ µ({|f | ≥ n}) ≤ 1
n

∫
|f |dµ par (12). Comme

∫
|f |dµ < +∞, il suffit de faire tendre

n vers l’infini pour obtenir le ŕesultat.�

Pour bien comprendre ce résultat, il faut noter que si la fonctionf est int́egrable, elle n’est pas nécessairement̀a
valeurs finies : modifierf (par exemple remplacer les valeurs def par+∞) sur un ensemble négligeable n’alt̀ere pas son
intégrabilit́e.

Corollaire 10 a) Si(fn)n≥1 est une suite de fonctions mesurablesà valeurs dans̄IR̄+ et si
∑
n

∫
fndµ <

∞, on a
∑
n fn <∞ µ-p.p.

b) (Lemme de BOREL-CANTELLI) Si (An)n≥1 est une suite de parties mesurables de(E, E) vérifiant∑
n µ(An) <∞, alorsµ(lim supnAn) = 0.

Preuve. a) D’apr̀es le corollaire 2-17, la fonctiong =
∑
n |fn| est int́egrable, et il suffit donc d’appliquer le corollaire9.

b) L’assertion d́ecoule de (a) appliqúeà la suitefn = 1An : d’une part on a
∫
fndµ = µ(An) ; d’autre part lim supnAn =

{
∑
n fn = +∞}. �

Proposition 11 Sif est une fonction mesurableà valeurs dans̄IR̄, on a l’équivalence :

f = 0 µ− p.p. ⇔
∫
|f |dµ = 0. (13)

Preuve. Si f = 0 µ-p.p., on a aussi|f | = 0 µ-p.p., donc
∫
|f |dµ = 0 par le lemme5. Si inversement

∫
|f |dµ = 0,

le lemme8 implique µ({|f | ≥ 1
n}) = 0 pour toutn, et comme{|f | ≥ 1

n} crôıt vers {f 6= 0} on en d́eduit que
µ({f 6= 0}) = 0, doncf = 0 µ-p.p. �
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3.2 Théorème de convergence domińee : la version d́efinitive

Nous allons donner maintenant les versions “définitives” du th́eor̀eme de convergence dominée de Lebesgue et du
lemme de Fatou. On se place toujours sur un espace mesuré (E, E , µ).

Théorème 12 Soit(fn)n≥1 une suite de fonctions mesurablesà valeurs dans̄IR̄.
a) Sig est une fonction intégrable, on a les implications :

fn ≥ g µ− p.p. ∀n ⇒
∫

(lim inf
n

fn)dµ ≤ lim inf
n

∫
fndµ. (14)

fn ≤ g µ− p.p. ∀n ⇒
∫

(lim sup
n

fn)dµ ≥ lim sup
n

∫
fndµ. (15)

c) S’il existe une fonctiong intégrable telle que|fn| ≤ g µ-p.p. pour toutn, et si la suite(fn) converge
µ-p.p. vers une limitef (ce qui veut dire quef est une fonction telle que l’ensemble desx vérifiantfn(x) →
f(x) est de complémentaire ńegligeable), alors∫

fndµ →
∫
fdµ. (16)

Il faut remarquer, dans la situation de (c), que
∫
fdµ a bien un sens. En effet, si on pose par exempleh = lim supn fn,

la fonctionh est mesurable, et on af = h µ-p.p. ; donc d’apr̀es la proposition4 la fonctionf est mesurable par rapport
à la tribu compĺet́ee deE , et donc

∫
fdµ =

∫
hdµ par la proposition7 avec l’abus de notation qui consisteà noter encore

µ l’extension deµ à la tribu compĺet́ee.

Preuve. Pour (a), consid́eronsN = ∪n{fn < g}, et soitf ′n la fonction d́efinie parf ′n(x) = g(x) si x ∈ N et
f ′n(x) = fn(x) sinon. On af ′n ≥ g, donc 2-(31) implique

∫
lim infn f ′ndµ ≤ lim infn

∫
f ′ndµ. En dehors de l’ensemble

négligeableN on a f ′n = fn et lim infn fn = lim infn f ′n, de sorte que
∫
fndµ =

∫
f ′ndµ et

∫
lim infn fndµ =∫

lim infn f ′ndµ par la proposition7, d’où (14).
(15) se montre de la m̂eme manìere. Pour (b) la preuve est du même type : soith = lim supn fn eth′ = lim infn fn,

puisN = (∪n{|fn| > g}) ∪ {h′ < h}, puis les fonctions mesurablesf ′n et g′ définies parf ′n(x) = g′(x) = 0 si x ∈ N
et f ′n(x) = fn(x) et g′(x) = g(x) sinon. On af ′n = fn et f = h et g′ = g en dehors de l’ensemble négligeableN ,
doncg′ est int́egrable et

∫
fndµ =

∫
f ′ndµ et

∫
fdµ =

∫
hdµ. Enfin |f ′n| ≤ g′ et f ′n → h, donc (16) découle de 2-(33)

appliqúe à la suitef ′n. �

Exemples :

1) On a
∫ 1

0
nxe−nxdx → 0 quandn → ∞ : cela se v́erifie en calculant explicitement cette intégrale, mais on

peut aussi appliquer le théor̀eme de Lebesguèa la mesure de Lebesgue sur(IR,R) et aux fonctionsfn(x) =
nxe−nx1[0,1](x), qui convergent vers0 et vérifient0 ≤ fn ≤ 1[0,1], alors que la fonction1[0,1] est int́egrable par
rapportà la mesure de Lebesgue.

2) On a
∫ 1

0
nx2e−nx

2
dx → 0 : un calcul direct n’est pas possible, mais on peut appliquer le théor̀eme de Lebesgue

à la mesure de Lebesgue sur(IR,R) et aux fonctionsfn(x) = nx2e−nx
2
1[0,1], qui convergent vers0 et vérifient

0 ≤ fn ≤ 1[0,1].

Corollaire 13 Soit(un,i)n ≥ 1, i ≥ 1 une double suite de réels. Si d’une partun,i → vi pour touti lorsque
n → ∞, si d’autre part|un,i| ≤ wi pour toutn, avec

∑
i wi < ∞, alors pour chaquen la série

∑
i un,i

est absolument convergente, etlimn

∑
i un,i =

∑
i vi.

Preuve. La premìere assertion estévidente, et pour la seconde il suffit d’appliquer le théor̀eme de Lebesguèa la mesure
de comptageµ sur IN∗ muni de la tribu de toutes les parties et aux fonctionsfn(i) = un,i : ces fonctions convergent

34



www.L es-M athematiques.net

simplement versf(i) = vi et vérifient |fn| ≤ g pour la fonction positiveg(i) = wi, qui est int́egrable par rapport̀a µ
puisque

∫
gdµ =

∑
i wi <∞. �

Ce corollaire est appelé th́eor̀eme d’inversion de la somme et de la limite pour les séries. Par ailleurs le théor̀eme
de Lebesgue permet de justifier dans certains cas le procéd́e de “d́erivation sous le signe somme” pour les intégrales de
fonctions d́ependant d’un param̀etre.

Proposition 14 (Continuit é et d́erivation sous le signe somme)Soit une fonctionf deI × E dansIR,
où I est un intervalle deIR. On suppose que pour chaquet ∈ I la fonctionx 7→ f(t, x) estE-mesurable.
a) Si d’une part pour toutt ∈ I on a |f(t, x)| ≤ g(x) pour toutx en dehors d’un ensemble négligeable et
pour une fonction int́egrableg, et si d’autre part la fonctiont 7→ f(t, x) est continue ent = t0 pour toutx
en dehors d’un ensemble négligeable, alors la fonctionh(t) =

∫
f(t, x)µ(dx) est continue au pointt = t0.

b) Supposons de plus qu’en dehors d’un ensemble négligeable la fonctiont 7→ f(t, x) soit d́erivable surI et
que| ∂∂tf(t, x)| ≤ g′(x) pour une fonction int́egrableg′, alors la fonctionh définie ci-dessus est dérivable
sur I, et sa d́erivée est

∫
∂
∂tf(t, x)µ(dx).

Preuve. Noter d’abord que l’hypoth̀ese|f(t, .)| ≤ g µ-p.p. entraine que pour chaquet la fonctionf(t, .) est int́egrable,
donch est bien d́efinie. Pour (a) il suffit de montrer que si une suite(sn) de points deI tend verst0, alorsh(sn) → h(t0) :
cela provient du th́eor̀eme de Lebesgue appliqué à la suitefn(x) = f(sn, x).

Pour (b) il suffit de montrer que si une suite(sn) de points deI tend verst, avecsn 6= t pour toutn, alorsh(sn)−h(t)
sn−t

converge vers
∫

∂
∂tf(t, x)µ(dx) (cette dernìere int́egraleétant bien d́efinie, au vu de la condition de majoration de la

dérivée). Pour cela on applique le théor̀eme de Lebesguèa la suitefn(x) = f(sn,x)−f(t,x)
sn−t , qui converge vers∂∂th(t, x),

en remarquant que d’après le th́eor̀eme des accroissements finis on a|fn| ≤ g′. �

Exemples :1) Soitg boŕelienne borńee surIR+. La fonctionh(t) =
∫∞
0
e−txg(x)dx est bien d́efinie, et ind́efiniment

dérivable sur]0,∞[ : cela se voit par application réṕet́ee de la proposition préćedente, avecI =]a,∞[ pour a > 0
arbitraire (si on montre queh est ind́efiniment d́erivable sur tout intervalleI de la forme ci-dessus, on aura bien-sûr la
même propríet́e sur]0,∞[).

De manìere plus pŕecise soitf(t, x) = e−txg(x)1[0,∞[(x), qui est ind́efiniment d́erivable ent avec ∂n

∂tn f(t, x) =
(−x)ne−txg(x)1[0,∞[(x) ; pour toutn ∈ IN on a donc| ∂

n

∂tn f(t, x)| ≤ gn(x) pour t ∈ I, avec la fonctiongn(x) =
αne

−ax1[0,∞[ pour une constante convenableαn (c’est pour cela qu’on se limite aux intervallesI, et qu’on ne peut pas
faire directement la preuve sur]0,∞[ entier) ; chaque fonctiongn est int́egrable par rapport̀a la mesure de Lebesgue sur
IR. On montre alors par récurrence surn, à l’aide de la proposition14, queh estn fois dérivable et que sa dérivée d’ordre
n est

∫∞
0

(−x)ne−txg(x)dx.

2) Soit(un)n≥1 des fonctions d́erivables sur l’intervalleI deIR, avec des d́erivées v́erifiant |u′n(x)| ≤ vn où vn est
le terme ǵeńeral d’une śerie convergente. Supposons aussi la série de terme ǵeńeralun(y) absolument convergente, pour
un pointy deI. La sommeS(x) =

∑
n un(x) est alors bien d́efinie pour toutx, et la fonctionS est d́erivable, de d́erivée

S′(x) =
∑
n u

′
n(x).

Pour v́erifier ceci, on applique la proposition14 à la mesure de comptageµ surE = IN∗ et aux fonctionf(t, n) =
un(t). �

3.3 Les mesures avec densité

Lorsqu’on dispose d’une mesureµ sur un espace(E, E), la proposition suivante fournit une méthode permettant de
lui associer toute une famille d’autres mesures :
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Proposition 15 Sig est une fonction positive mesurable, la formule

ν(A) =
∫
A

gdµ (ce qui veut direν(A) =
∫

(g1A)dµ) ∀A ∈ E (17)

définit une nouvelle mesureν sur(E, E) : la fonctiong s’appelle la densité deν par rapport̀aµ, et la mesure
ν est aussi notéeν = g • µ.
De plus une fonction mesurablef admet une int́egrale (resp. est intégrable) par rapport̀a ν si et seulement
si le produitfg admet une int́egrale (resp. est intégrable) par rapport̀a µ, et on a alors∫

fdν =
∫

(fg)dµ. (18)

Preuve. On a clairementν(∅) = 0, et laσ-additivité deν découle du fait que si lesAn sont deux-̀a-deux disjoints on a
1∪nAn

=
∑
n 1An

et du corollaire 2-17.
Quantà la seconde partie de la proposition, elle découle imḿediatement de la formule (18) lorsquef est positive.

Il reste donc̀a montrer que la classeA des fonctions mesurables positivesf vérifiant (18) contient toutes les fonctions
mesurables positives.

D’abord, lorsquef = 1A, (18) n’est autre que (17) : ainsi,A contient les indicatrices d’ensembles mesurables. Par
“lin éarit́e” (cf. (i,ii) du théor̀eme 2-16) on en d́eduit queA contient les fonctions de la forme

∑n
i=1 ai1Ai pourn ∈ IN∗,

ai ≥ 0 etAi ∈ E , c’est-̀a-dire contient les fonctions mesurablesétaǵees positives. Enfin d’apès (iv) du th́eor̀eme 2-16
A contient les limites croissantes de fonctionsétaǵees mesurables positives, c’est-à-dire toutes les fonctions mesurables
positives.�

En particulier si(E, E) = (IRd,Rd) et siµ = λd est la mesure de Lebesgue, la mesureν construite ci-dessus est
appeĺeela mesure surIRd de densit́eg.

Exemples :

1) Si I est un intervalle deIR, la restrictioǹaI de la mesure de densité1I est ce qu’on a appelé la mesure de Lebesgue
surI à la fin du chapitre 2.

2) La mesure surIR de densit́e g(x) = θe−θx1[0,∞[(x) s’appelle la loi de probabilité exponentielle de paramètreθ :
c’est une mesure de probabilité, c’est-̀a-dire une mesure de masse totaleégaleà1 puisque

∫∞
0
θe−θxdx = 1. Plus

géńeralement, toute mesure surIR de densit́eg vérifiant
∫ +∞
−∞ g(x)dx = 1 est une mesure de probabilité.

3) Revenons au cas d’un espace mesuré quelconque(E, E , µ), et soitg eth deux fonctions mesurables positives sur
E. On v́erifie immédiatement queh • (g • µ) = (gh) • µ.

3.4 Les fonctions int́egrables au sens de Riemann

On va terminer ce chapitre en montrant que les fonctions intégrables au sens de Riemann, sur un intervalle borné
I = [a, b] deIR, sontégalement int́egrables au sens de Lebesgue. Ces fonctions ne sont pas nécessairement boréliennes,
et il faut donc prendre quelques précautions. De manière pŕecise, on a le ŕesultat suivant :

Théorème 16 Soitf une fonction borńee sur l’intervalleI = [a, b], intégrable au sens de Riemann. Elle
est alors mesurable par rapportà la tribu de Lebesgue (i.e., la tribu complét́ee de la tribu boŕelienne par
rapport à la mesure de Lebesgue), et son intégrale de Riemann estégaleà l’int égrale de Lebesgue def1I
par rapportà la mesure (complét́ee de la mesure) de Lebesgue.

Preuve. Pour chaquen on consid̀ere la subdivisiona = t(n, 0) < t(n, 1) < . . . < t(n, 2n) = b de [a, b] définie par
t(n, i) = a+ (b− a)i2−n pouri = 0, 1, . . . , 2n. On pose

u(n, i) = inf(f(x) : t(n, i− 1) ≤ x ≤ t(n, i)),
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v(n, i) = sup(f(x) : t(n, i− 1) ≤ x ≤ t(n, i)),

I−(n) =
b− a

2n

2n∑
i=1

u(n, i), I+(n) =
b− a

2n

2n∑
i=1

v(n, i).

Commef est Riemann-int́egrable, on sait que les deux suites(I−(n)n≥1 et (I+(n))n≥1 convergent vers l’int́egrale de

Riemann
∫ b
a
f(x)dx.

Par ailleurs, consid́erons les fonctions boréliennes suivantes :

gn(x) =


u(n, 1) si t(n, 0) ≤ x ≤ t(n, 1)

u(n, i) si t(n, i− 1) < x ≤ t(n, i) et i = 2, 3, . . . , 2n

0 si x < a ou x > b

,

hn(x) =


v(n, 1) si t(n, 0) ≤ xt(n, 1)

v(n, i) si t(n, i− 1) < x ≤ t(n, i) et i = 2, 3, . . . , 2n

0 si x < a ou x > b

.

On a bien-ŝur gn ≤ f ≤ hn. Par ailleurs la suite(gn) est croissante et la suite(hn) est d́ecroissante : on noteg eth leurs
limites respectives, qui sont boréliennes et v́erifientg ≤ f ≤ h.

SiM désigne la borne supérieure de|f | et sik(x) = M1[a,b](x), on a|gn| ≤ k et |hn| ≤ k, etk est int́egrable par
rapportà la mesure de Lebesgue. Donc le théor̀eme de Lebesgue implique queI−(n) etI+(n) convergent respectivement
vers

∫
gdλ et

∫
hdλ, qui sont donc toutes deux́egalesà l’intégrale de Riemann

∫ b
a
f(x)dx (on ne peut pas appliquer

directement le th́eor̀eme de convergence monotone ici, car les fonctionsgn (resp.hn) ne sont pas ńecessairement positives
(resp. ńegatives)). Donc la fonction positiveh− g est d’int́egrale nulle, et (13) implique queg = h λ-p.p. Il suffit alors
d’utiliser les propositions4 et7 pour obtenir le ŕesultat.�
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Chapitre 4

Produits de mesures

Le cœur de ce chapitre est consacré à la d́efinition du produit de deux (ou de plusieurs) mesures, ce qui va permettre la
définition des int́egrales “doubles” ou “multiples”. Auparavant il nous faut revenir sur les fondements de la théorie de la
mesure : plus pŕeciśement, nous d́eveloppons des critères d’unicit́e tr̀es utiles et dont le prototype est le suivant : siµ est
une mesure sur(IR,R) telle queµ(]a, b]) = b− a pour tout intervalle borńe ]a, b], alorsµ est la mesure de Lebesgue. La
construction proprement dite des mesures est laissée de cot́e, et le lecteur int́eresśe pourra consulter l’un des nombreux
livres de th́eorie de l’int́egration pour ce sujet.

4.1 Quelques ŕesultats d’unicité

1) Ci-dessous,(E, E) désigne un espace mesurable quelconque. Le résultat essentiel de ce paragraphe est le suivant :

Théorème 1 Soitµ et ν deux mesures sur(E, E), etC une classe de parties deE vérifiant les propríet́es
suivantes :
(i) la tribu engendŕee parC estE ;
(ii) µ(A) = ν(A) <∞ pour toutA ∈ C ;
(iii) la classeC est stable par intersection finie (i.e.A,B ∈ C ⇒ A ∩B ∈ C) ;
(iv) il existe une suite croissante(En)n≥1 d’éléments deC telle queE = limnEn.
Les mesuresµ etν sont alorségales.

Noter que (ii) et (iv) impliquent que les mesuresµ et ν sontσ-finies. En vue de prouver ce théor̀eme nouśenonçons
d’abord un lemme qui sera utilisé plusieurs fois dans la suite et qui concerne la notion suivante : Une classeD de parties
deE est appeĺee unλ-syst̀emesi elle v́erifie les deux propriét́es suivantes :

A,B ∈ D, A ⊂ B ⇒ B\A ∈ D, (1)

(Ap)p≥1 est une suite croissante d’éléments deD ⇒ ∪pAp ∈ D. (2)

L’intersection d’un nombre quelconque deλ-syst̀emes est unλ-syst̀eme (v́erification imḿediate), et leλ-syst̀eme
engendŕepar une classeA de parties deE est par d́efinition le plus petitλ-syst̀eme contenantA (= l’intersection de tous
lesλ-syst̀emes contenantA). Le lemme suivant est souvent appelé Théor̀eme des classes monotones, ou plut̂ot il s’agit
d’une des versions de ce théor̀eme.
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Lemme 2 Si C est une classe de parties deE stable par intersection finie et contenantE lui-même, le
λ-syst̀eme engendré parC est aussi la tribu engendrée parC.

Preuve. SoitE (resp.F) la tribu (resp. leλ-syst̀eme) engendrée parC. Comme toute tribu est unλ-syst̀eme, on aF ⊂ E ,
et pour montrer l’inclusion inverse il suffit de prouver queF est une tribu.

Pour toutC ∈ C on noteGC la classe desA ∈ F tels queA ∩ C ∈ F . Comme(B\A) ∩ C = (B ∩ C)\(A ∩ C)
et (∪pAp) ∩ C = ∪p(Ap ∩ C), il est clair queGC est unλ-syst̀eme.C étant stable par intersection, on aC ⊂ GC , donc
GC = F par d́efinition même deF .

Pour toutF ∈ F on noteHF la classe desA ∈ F tels queA∩F ∈ F . Exactement comme ci-dessus on voit queHF

est unλ-syst̀eme. De plusC ⊂ HF (en effet siC ∈ C, et commeF ∈ F = GC , on aF ∩C ∈ F), de sorte queHF = F
par d́efinition deF .

Ce qui pŕec̀ede implique que pour tousA,B ∈ F on aA ∩ B ∈ F . Par ailleurs on aE ∈ C ⊂ F , donc (1) implique
que siA ∈ F on a aussiAc ∈ F : ainsi,F est une alg̀ebre. Pour montrer que c’est une tribu, il reste doncà montrer queF
est stable par réunion d́enombrable. Mais si lesBp sont dansF on a vu (puisqueF est une alg̀ebre) queAp = B1∪. . . Bp
est dansF , de sorte que (2) entraine∪p≥1Bp ∈ F , et cela ach̀eve la preuve queF est une tribu.�

Preuve du théorème1. Notonsµn etνn les restrictions deµ etν àEn : rappelons par exemple queµn(A) = µ(A∩En).
Vu le théor̀eme 1-14, on aµ(A) = limn µn(A) et ν(A) = limn νn(A) pour toutA ∈ E : il suffit donc de montrer que
µn = νn pour toutn.

Dans la suite, on fixen. Pour toutA ∈ C on aA ∩ En ∈ C par (iii), doncµn(A) = νn(A) < ∞. On a aussi
µn(E) = νn(E) <∞, puisqueE∩En = En ∈ C : en d’autres termes,µn(A) = νn(A) <∞ pour toutA dans la classe
C′ = C ∪ {E}. Par ailleurs la classeC′ engendre la tribuE et est stable par intersection.

SoitD la classe desA ∈ E tels queµn(A) = νn(A) (rappelons quen est fix́e). Cette classe vérifie (1) car on peut
écrireµn(B) = µn(A) + µn(B\A) par additivit́e, doncµn(B\A) = µn(B)− µn(A) puisque la mesureµn est finie, et
on a des relations analogues pourνn ; elle vérifie (2) car on aµn(∪pAp) = limp µn(Ap) et une relation analogue pour
νn. Par suiteD est unλ-syst̀eme, qui contientC′. En vertu du lemme2, et commeD ⊂ E par construction, on a en fait
D = E , ce qui veut dire queµn(A) = νn(A) pour toutA ∈ E , et par suiteµn = νn. �

Comme premìere application de ce résultat on obtient l’unicit́e de la mesure de Lebesgue dans les théor̀emes 1-19
et 1-20 : en effet toutes les mesures candidatesà être la mesure de Lebesgue prennent la même valeurs finie pour tout
élémentA de la classeC des rectangles bornés, et cette classe vérifie (i) (par d́efinition des boŕeliens), (iii) et (iv) ci-dessus.

Voici une autre application :

Corollaire 3 Soitµ et ν deux mesuresσ-finies sur(E, E). Si elles cöıncident sur une alg̀ebre engendrant
la tribu E , elles sont́egales.

2) Les fonctions de ŕepartition : Dans ce sous-paragraphe nous introduisons une notion relative aux mesures sur
IR. Elle est particulìerement utile pour les probabilités, et nous commençons par ce cas.

Définition 4 La fonction de ŕepartitiond’une probabilit́eµ surIR (i.e. une mesure de masse totaleµ(IR) =
1) est la fonctionF surIR définie par

F (x) = µ(]−∞, x]). (3)
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Proposition 5 La fonction de ŕepartitionF d’une probabilit́eµ sur IR vérifie les propríet́es suivantes :

F est croissante et continueà droite,

limx↑+∞ F (x) = 1, limx↓−∞ F (x) = 0.

}
(4)

De plus, en notantF (x−) la limite à gauche deF au pointx, et avec les conventionsF (−∞) = 0 et
F (+∞−) = 1 (naturelles au vu de (4)), on a :

µ(]a, b]) = F (b)− F (a) si −∞ ≤ a < b < +∞

µ([a, b]) = F (b)− F (a−) si −∞ < a ≤ b < +∞

µ(]a, b[) = F (b−)− F (a) si −∞ ≤ a < b ≤ +∞

µ([a, b[) = F (b−)− F (a−) si −∞ < a < b ≤ +∞.


(5)

Preuve. Comme] −∞, x] ⊂] −∞, y] si x ≤ y, la croissance deF estévidente, et ma premièreégalit́e (5) découle de
ce que]−∞, b] =]−∞, a]∪]a, b] si a < b et de ce que la mesure de n’importe quel borélien est finie.

Pour montrer la continuité à droite, il suffit de v́erifier que sixn décroit versx on aF (xn) → F (x). Mais la premìere
égalit́e (5) impliqueF (xn) = F (x) +µ(]x, xn]) et ]x, xn] ↓ ∅, de sorte que le résultat d́ecoule du th́eor̀eme 1-14-(b). De
même sixn ↓ −∞ on a] −∞, xn] ↓ ∅, doncF (xn) ↓ 0, et sixn ↑ +∞ on a] −∞, xn] ↑ IR, doncF (xn) ↑ 1 : cela
ach̀eve de prouver (4).

Enfin les trois dernìereségalit́es de (5) se montrent de la m̂eme manìere. Montrons par exemple la seconde : On a
]a − 1/n, b] ↓ [a, b], donc d’apr̀es le th́eor̀eme 1-14-(b) on aµ([a, b]) = limn µ(]a − 1/n, b]) = limn(F (b) − F (a −
1/n)) = F (b)− F (a−). �

Exemples :

1) Si µ est la masse de Dirac au pointa, sa fonction de ŕepartitionF est

F (x) =

{
0 si x < a,

1 si x ≥ a.

2) Soit (an)n≥1 une suite de ŕeels, et(bn)n≥1 une suite de ŕeels positifs de somme1. Consid́erons la mesureµ =∑
n bnεan

, qui est une probabilité surIR puisque
∑
n bn = 1 (on aµ(A) =

∑
n:an∈A bn pour tout boŕelienA). La

fonction de ŕepartitionF est alors
F (x) =

∑
n:an≤x

bn. (6)

Noter que cette fonctionF , clairement croissante, est discontinue en tout pointan tel quebn > 0, et continue
partout ailleurs.

3) Soitf une fonction positive d’int́egrale
∫
fdλ = 1 par rapport̀a la mesure de Lebesgueλ, et consid́erons la mesure

µ de densit́ef (rappelons queµ(A) =
∫
A
fdλ pour tout boŕelienA). La fonction de ŕepartition est alors

F (x) =
∫ x

−∞
f(y)dy. (7)

Noter que sif est continue, alorsF est d́erivable, de d́erivéef .

Lorsqueµ est une mesure finie surIR, sa fonction de ŕepartition est encore définie par (3), et la proposition5 est
encore vraie : il faut simplement remplacerlimx↑+∞ F (x) = 1 dans (4) parlimx↑+∞ F (x) = µ(IR).

Pour les mesures infinies la situation est un peu différente, puisque la formule (3) peut fort bien donnerF (x) = ∞
pour toutx, de sorte que dans ce cas la définition 4 n’offre aucun int́er̂et. Il y a cependant une notion analogue, pour les
mesures ditesde Radon: ce sont les mesures qui vérifientµ([−n, n]) <∞ pour tout entiern.
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Définition 6 Soit µ une mesure surIR vérifiant µ([−n, n]) < ∞ pour tout entiern. Sa fonction de
répartition ǵeńeraliséeest la fonctionG surIR définie par :

G(x) =

{ −µ(]x, 0[) si x < 0

µ([0, x]) si x ≥ 0.
(8)

Proposition 7 Soit µ une mesure surIR vérifiant µ([−n, n]) < ∞ pour tout entiern. Sa fonction de
répartition ǵeńeraliséeG est une fonction croissante, continueà droite, v́erifiantG(0−) = 0 ≤ G(0), et
on a encore (5) pour tousa, b finis, avecG au lieu deF .

Preuve. D’abord, le fait queG vérifie (5) lorsque−∞ < a < b < +∞ découle de l’additivit́e deµ et des propríet́es
suivantes :

0 ≤ a < b ⇒ ]a, b] = [0, b]\[0, a], µ([0, b]) <∞,

a < 0 ≤ b ⇒ ]a, b] = [a, 0[∪[0, b], [a, 0[∩[0, b] = ∅,

a < b < 0 ⇒ ]a, b] =]a, 0[\]b, 0[, µ(]a, 0[) <∞.

Cela montre en particulier queG est croissante, etG(0−) ≤ 0 ≤ G(0) estévident. Mais]− 1/n, 0[↓ ∅ et les ensembles
] − 1/n, 0[ sont tous contenus dans l’ensemble[−1, 0], qui est de mesure finie : donc le théor̀eme 1-14 entraine que
G(−1/n) = −µ(]− 1/n, 0[) → 0, de sorte queG(0−) = 0. Les autres propriét́es se montrent exactement comme dans
la proposition5. �

Exemple : Si µ = λ est la mesure de Lebesgue, sa fonction de répartition ǵeńeraliśee estG(x) = x.

Lorsqueµ est une probabilit́e, ou une mesure finie, les rapports entre la fonction de répartitionF et la fonction de
répartition ǵeńeraliśeeG sont :

G(x) = F (x)− F (0−), F (x) = G(x)− lim
y→−∞

G(y). (9)

Voici enfin le ŕesultat d’unicit́e qui montre qu’une mesure de Radon surIR est entìerement caractériśee par sa fonction
de ŕepartition ǵeńeraliśee :

Théorème 8 Deux mesuresµ et ν sur (IR,R), finies sur les ensembles[−n, n] pour tout entiern, et qui
ont m̂eme fonction de répartition ǵeńeralisée sont́egales. Le m̂eme ŕesultat est vrai si elles sont finies et ont
même fonction de répartition.

Preuve. Il suffit d’apliquer le th́eor̀eme1 avec la classe/C constitúee de tous les intervalles de la forme]x, y] pour−∞ <
x < y < +∞ : on aévidemment (i), (iii) et (iv), tandis que (ii) vient de ce queµ(]x, y]) = G(y)−G(x) = ν(]x, y]). �

Nous terminons ce paragraphe enénonçant un ŕesultat, qui avec le th́eor̀eme pŕećedent implique le th́eor̀eme 1-19, et
qui sera d́emontŕe à la fin du cours :

Théorème 9 SiG est une fonction deIR dansIR, croissante, continuèa droite, telle queG(0−) = 0, il
existe une mesureµ (et une seule d’après le th́eor̀eme pŕećedent)qui admetG pour fonction de ŕepartition
géńeralisée.
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4.2 Produit d’espaces mesurables

1) La tribu produit : Nous consid́erons ci-dessous une famille d’espaces mesurables(Ei, E i)1≤i≤d, avec un
entierd ≥ 2. Soit le produitF =

∏d
i=1Ei, c’est-̀a-dire l’ensemble des suitesà d éléments(x1, . . . , xd) (on dit aussi

les “d-uplets”) òu, pour chaquei, xi parcourt l’ensembleEi. L’exemple le plus courant est celui où (Ei, E i) = (IR,R),
auquel casF = IRd.

On appellejèmeapplication coordonńeel’application

Yj : F → Ej définie par Yj(x1, . . . , xd) = xj . (10)

Un pav́e mesurableest une partie deF la formeA =
∏d
i=1Ai, oùAi ∈ E i pour touti. La basedu pav́eA est l’ensemble

J des indicesi tels queAi 6= Ei, et sadimensionest le nombre de points deJ .

Définition 10 La tribu produit desE i est la plus petite tribuF deF telle que chaque application coor-
donńeeYi soit mesurable de(F,F) dans(Ei, E i), c’est-̀a-dire la tribu deF engendŕee par la ŕeunion de
tribus∪di=1Y

−1
i (E i). On la note aussiF = ⊗di=1E i = E1 ⊗ . . .⊗ Ed.

Lorsque tous les(Ei, E i) sontégauxà un m̂eme espace(E, E) on écrit aussiF = Ed etF = E⊗d.

Proposition 11 La tribu produitF est aussi engendrée par chacune des classes suivantes de parties deF :
a) la classe des pavés mesurables ;
b) la classe des pavés mesurables de dimension1.

Preuve. SoitA la classe de tous les pavés mesurables, etB celle des pav́es mesurables de dimension1. SiA =
∏d
i=1Ai

est dansA, on a aussiA = ∩di=1Y
−1
i (Ai) (vérification imḿediate), doncA ∈ F et finalementA ⊂ F . On a aussiB ⊂ A,

de sorte qu’il restèa montrer queσ(B) contientF . Pour cela, il suffit clairement de montrer, vu la définition deF , que
chaque tribuY −1

i (E i) est contenue dansB ; mais siAi ∈ E i l’image ŕeciproqueY −1
i (Ai) est le pav́e mesurableB de

dimension1 donńe parB =
∏d
i=1Bi, avecBi = Ai etBj = Ej si j 6= i : commeB ∈ B, cela ach̀eve la d́emonstration.

�

Corollaire 12 La tribu boŕelienneRd deIRd égale la tribu produitR⊗d.

Preuve. D’après la d́efinition 1-10 la tribu boŕelienneRd est engendrée par la classe des pavésA =
∏d
i=1Ai avec des

Ai qui sont des ouverts : on a doncRd ⊂ R⊗d.
Pour montrer l’inclusion inverse, vu la définition 10, il suffit de v́erifier que chaque applicationYi est mesurable de

(IRd,Rd) dans(IR,R), i.e. est boŕelienne ; mais commeYi est continue, elle est aussi borélienne (cf. la proposition 2-4),
d’où le ŕesultat.�

Un autre ŕesultat important estl’associativit́e du produit de tribus. Soitk un entier entre1 et d − 1. Soit le produit
F1 = E1 × . . . × Ek desk premiers facteurs, muni de la tribu produitF1 = E1 ⊗ . . . ⊗ Ek (si k = 1, cela se ŕeduit
à F1 = E1 et E1 = F1), et de m̂emeF2 = Ek+1 × . . . × Ed avec la tribuF2 = Ek+1 ⊗ . . . ⊗ Ed. On a bien-ŝur
F = F1 × F2 (en identifiant le “couple”((x1, . . . , xk), (xk+1, . . . , xd)) et le “d-uplet” (x1 . . . , xd)), ainsi que :

Proposition 13 Les tribus produitsF1 ⊗F2 etF = ⊗di=1E i sontégales.

A titre d’exemple, on d́eduit de cette proposition et du corollaire préćedent queRn+m = Rn ⊗Rm

Preuve. SoitA =
∏d
i=1Ai avecAi ∈ E i un pav́e mesurable deF . On peut́ecrireA = B1×B2, avecB1 =

∏k
i=1Ai et

B2 =
∏d
i=k+1Ai. La proposition11entraineB1 ∈ F1 etB2 ∈ F2, donc aussiA ∈ F1 ⊗F2 ; une nouvelle application
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de cette proposition entraine queF = ⊗di=1E i est contenue dansF1 ⊗F2.
Il resteà montrer queF1⊗F2 ⊂ F . Pour cela, notonsF ′ la classe de tous les ensemblesA ⊂ F1 tels queA×F2 ∈ F .

Il est immédiat de v́erifier queF ′ est une tribu. Par ailleurs siC est un pav́e mesurable deF1, le produitC × F2 est un
pav́e mesurable deF , doncC × F2 ∈ F , doncC ∈ F ′ : on d́eduit de la proposition11 queF ′ contient la tribuF1, ce
qui veut dire queA × F2 ∈ F pour toutA ∈ F1 ; on montre de m̂eme queF1 × B ∈ F dès queB ∈ F2. Par suite
A × B = (A × F2) ∩ (F1 × B) est dansF dès queA ∈ F1 etB ∈ F2 : une dernìere application de la proposition11
entraine alors queF1 ⊗F2 ⊂ F , et la preuve est achevée. �

2) Les fonctions mesurables :Passons maintenantà l’étude des applications mesurables. On suppose toujours
queF =

∏d
i=1Ei est muni de la tribu produitF = ⊗di=1E i. Il y a deux aspects, selon qu’on considère une application

f d’un espaceG dans le produitF , ou une applicationf du produitF dans un espaceG.
Commençons par le cas où f est une application deG dansF . De manìereéquivalente on peut la considérer comme

une collection(f1, . . . , fd), où chaquefi est une application deG dansEi : fi est appeĺee laièmeapplication coordonńee
def (une autre manière d’́ecrire ceci estfi = Yi ◦ f , avec la notation (10)).

Proposition 14 Soit(G,G) un espace mesurable. Une applicationf deG dansF est mesurable relative-
ment aux tribusG etF si et seulement si chaque application coordonnéefi est mesurable de(G,G) dans
(Ei, E i).

Preuve. Commefi = Yi ◦ f et comme la composée de deux applications mesurables est mesurable (proposition 2-3), si
f est mesurable chaquefi est aussi mesurable.

Supposons inversement chaquefi mesurable. Pour montrer la mesurabilité def il suffit (cf. proposition 2-2) de
montrer quef−1(A) ∈ G pour toutA dans une classeA de parties deF qui engendre la tribuF . On va prendre pour
A la classe des pavés mesurables de dimension1 (cf. proposition11) : un tel pav́e s’́ecritA = Y −1

i (B) pour uni et un
B ∈ E i. Maisfi = Yi ◦ f entrâınef−1(A) = f−1

i (B), qui appartient̀aG par la mesurabilit́e defi : on a donc le ŕesultat.
�

A l’inverse on consid̀ere maintenant, dans le cas où d = 2 seulement pour simplifier, une applicationf deF =
E1 × E2 dans un espaceG. On lui associe les familles(f (2)

x1 : x1 ∈ E1) et (f (1)
x2 : x2 ∈ E2) d’applications deE2 etE1

respectivement dansG, définies par

f (2)
x1

(x2) = f(x1, x2), f (1)
x2

(x1) = f(x1, x2). (11)

Proposition 15 Sif est une application mesurable de(E1×E2, E1⊗E2) dans(G,G), pour toutx1 ∈ E1

(resp.x2 ∈ E2) l’application f (2)
x1 (resp.f (1)

x2 ) est mesurable de(E2, E2) (resp.(E1, E1)) dans(G,G).

Preuve. On va montrer, par exemple, queg = f
(2)
x1 pour unx1 ∈ E1 fixé est mesurable de(E2, E2) dans(G,G).

SoitB ∈ G. Nous devons montrer queg−1(B) ∈ E2. Si à toute partieA deE1 × E2 on associe la partieA′ deE2

définie parA′ = {x2 ∈ E2 : (x1, x2) ∈ A} (rappelons quex1 est fix́e), on ag−1(B) = C ′ si C = f−1(B), et on sait
queC ∈ E1 ⊗ E2. Il reste donc̀a montrer que siA ∈ E1 ⊗ E2, alorsA′ ∈ E2.

Pour cela, soitC la classe des partiesA du produitE1 × E2 telles queA′ ∈ E2. Cette classe estévidemment une
tribu, et elle contient les ensemblesA = A1 ×A2 oùAi ∈ E i (car alorsA′ = A2 si x1 ∈ A1 etA′ = ∅ sinon), donc elle
contient la tribuE1 ⊗ E2 par la proposition11 : la preuve est achevée. �

En combinant cette proposition et la proposition13, on voit que sif est une application mesurable de(
∏d
i=1Ei,⊗di=1E i)

dans(G,G), si k ∈ {1, . . . d− 1} et si lesxi ∈ Ei sont fix́es pouri = k + 1, . . . , d, alors l’application

(x1, . . . , xk) 7→ f(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xd)

est mesurable de(
∏k
i=1Ei,⊗ki=1E i) dans(G,G). En particulier, sif est une fonction borélienne surIRd, la fonction

ci-dessus (avecxk+1, . . . , xd fixés) est boŕelienne surIRk.

Remarque : La “réciproque” de la proposition préćedente estfausse: les applicationsf (2)
x1 et f (1)

x2 peuventêtre mesu-
rables pour tousx1, x2 sans que l’applicationf soit mesurable par rapportà la tribu produitE1 ⊗ E2. Par exemple si
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E1 = E2 = IR est muni de la tribuE engendŕee par les singletons{x} (c’est une tribu “beaucoup plus petite” que la
tribu boŕelienne, puisqu’elle ne contient aucun intervalle de longueur finie et non nulle), la fonctionf = 1∆ indicatrice
de la diagonale∆ = {(x, x) : x ∈ IR} surIR2 n’est pas mesurable par rapportà E ⊗ E , alors que les fonctionsf (2)

x1 et
f

(1)
x2 sontE-mesurables.�

4.3 Produit de mesures

1) Le produit de deux mesures :Soit (E1, E1, µ1) et (E2, E2, µ2) deux espaces mesurés. On va construire
le “produit” des deux mesuresµ1 et µ2 sur l’espaceF = E1 × E2 muni de la tribuF = E1 ⊗ E2. Les ŕesultats sont
rassembĺes dans deux th́eor̀emes, qu’on d́emontrera simultańement :

Théorème 16 Si les deux mesuresµ1 et µ2 sontσ-finies , il existe une mesureµ et une seule sur(F,F),
qu’on note aussiµ = µ1 ⊗ µ2 et qu’on appelle lamesure produit, qui v́erifie

µ(A1 ×A2) = µ1(A1)µ2(A2) ∀A1 ∈ E1, A2 ∈ E2. (12)

Théorème 17 (THEOREME DE FUBINI) Supposons que les deux mesuresµ1 et µ2 soientσ-finies, et
soitµ = µ1 ⊗ µ2.
a) Sif est une fonction mesurable sur(F,F) à valeurs dans̄IR̄+, les fonctions

f1(x1) =
∫
f(x1, x2)µ2(dx2), f2(x2) =

∫
f(x1, x2)µ1(dx1) (13)

(en vertu de la proposition15 ces int́egrales sont bien définies) sont mesurables sur(E1, E1) et (E2, E2)
respectivement, et on a∫

fdµ =
∫
µ1(dx1)

(∫
f(x1, x2)µ2(dx2)

)
=
∫
µ2(dx2)

(∫
f(x1, x2)µ1(dx1)

)
. (14)

b) Si f est une fonction mesurablef sur (F,F) à valeurs dans̄IR̄, les trois assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) f est int́egrable par rapport̀a µ ;
(ii) la fonctionx1 7→

∫
|f(x1, x2)|µ2(dx2) est int́egrable par rapport̀a µ1 ;

(iii) la fonction x2 7→
∫
|f(x1, x2)|µ1(dx1) est int́egrable par rapport̀a µ2.

Dans ce cas, l’ensembleB1 = {x1 :
∫
|f(x1, x2)|µ2(dx2) <∞} estE1-mesurable et v́erifieµ1((B1)c) =

0 et l’ensembleB2 = {x2 :
∫
|f(x1, x2)|µ1(dx1) < ∞} estE2-mesurable et v́erifie µ2((B2)c) = 0. La

fonctionf1 (resp.f2) de (13) est alors bien d́efinie surB1 (resp.B2), et on a (14).

Il semble utile de faire d’emblée quelques commentaires. Considérons par exemple la première des formules (14) :
en toute rigueur, il faudrait l’écrire∫

fdµ =
∫
f1dµ1, avecf1 définie par (13). (15)

Lorsquef ≥ 0 la fonctionf1 est bien d́efinie, mesurable et positive, de sorte que les deux membres de (14) ont un sens.
Lorsquef est de signe quelconque, mais intégrable par rapport̀aµ, (13) définit f1(x1) pourx1 ∈ B1, tandis quef1(x1)
risque de ne pas avoir de sens six /∈ B1 ; toutefois la fonctionf ′1 égaleà f1 surB1 et (par exemple)̀a 0 sur (B1)c

estE1-mesurable, et l’int́egrale
∫
f ′1dµ1 ne d́epend pas des valeurs def ′1 sur l’ensembleµ1-négligeable(B1)c (cf. la

proposition 3-7) : il est alors naturel de l’écrire
∫
f1dµ1 (par un abus - anodin - de notation), et c’est le sens qu’on donne

au second membre de (15).
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Preuve. 1) Par hypoth̀ese il existe des suites(Cn)n≥1 dansE1 et (Dn)n≥1 dansE2, telles queCn ↑ E1, Dn ↑ E2,
µ1(Cn) <∞ etµ2(Dn) <∞ pour toutn.

2) Nous allons maintenant montrer que sif est une fonction mesurable positive sur(F,F), les fonctionsf1 et f2 de
(13) sont mesurables. On va traiter, par exemple, le cas def1.

Par limite croissante (cf. le lemme 2-13et (iv) du th́eor̀eme 2-16), il suffit de montrer le ŕesultat lorsquef estétaǵee ;
par linéarit́e (cf. la proposition 2-11) il suffit même de le montrer lorsquef = 1A est l’indicatrice d’unA ∈ F .

Soitµn2 la restriction deµ2 àDn (doncµn2 (B) = µ2(B ∩Dn)). On aµ(B) = limn ↑ µn2 (B), de sorte que sif = 1A
la quantit́ef1(x1) est la limite croissante des intégrales de la fonctionx2 7→ 1A(x1, x2) par rapport auxµn2 . Il suffit donc
de montrer la mesurabilité def1 lorsqu’on remplaceµ2 parµn2 : en d’autres termes on peut supposer que la mesureµ2

est finie.
NotonsD la classe desA ∈ F tels que la fonctionf1 assocíeeàf = 1A soitE1-mesurable. Commeµ2 est suppośee

finie, il estévident de v́erifier que cette classe vérifie (1) et (2), c’est-̀a-dire est unλ-syst̀eme. Par ailleurs siA = A1×A2

est un pav́e mesurable, on af1 = µ2(A2)1A1 , qui estE1-mesurable, de sorte queD contient la classeC des pav́es
mesurables. Comme la classeC est stable par intersection et contientF lui-même, une application du lemme2 montre
queD = F , et a prouv́e le ŕesultat cherch́e.

3) Montrons maintenant l’existence d’une mesureµ sur (F,F) vérifiant (12). D’après 2) on peut poser pour tout
A ∈ F :

µ(A) =
∫
µ1(dx1)

(∫
1A(x1, x2)µ2(dx2)

)
. (16)

Il est clair queµ(∅) = 0, et laσ-additivité deµ découle d’une double application du corollaire 2-17. Le fait queµ vérifie
(12) estévident.

4) Passons̀a l’unicité. Soitµ etµ′ deux mesures v́erifiant (12). Elles cöıncident donc sur les pavés mesurables. Pour
obtenir queµ = µ′ il suffit alors d’appliquer le th́eor̀eme1 à la classeC des pav́es mesurablesA = A1 × A2 tels que
µ(A) < ∞ (i.e.µi(Ai) < ∞ pour i = 1, 2) : cette classe v́erifie évidemment les conditions (ii) et (iii) de ce théor̀eme ;
elle vérifie (iv) avec la suiteFn = Cn ×Dn ; enfin elle v́erifie (i), puisque tout pav́e mesurableA est ŕeunion des pav́es
A∩Fn qui appartiennent̀aC, de sorte que tout pavé mesurable est dans la tribuσ(C), et doncσ(C) = F par la proposition
11.

5) Pour le moment on a prouvé le th́eor̀eme16, et la premìere partie de (a) du théor̀eme17. Montrons maintenant
(14) lorsquef est positive. Quandf = 1A la premìere de ces formules est exactement (16). Par lińearit́e on en d́eduit
la premìere formule (14) pour toute fonctiońetaǵee, puis par limite croissante pour toute fonction mesurable positive.
L’ égalit́e entre les membres extrêmes de (14) se montre de la m̂eme manìere.

6) Il resteà montrer la partie (b) du théor̀eme17. L’ équivalence de (i), (ii) et (iii) d́ecoule imḿediatement de (14)
appliqúeeà |f |. Le fait queB1 ∈ E1 vient de la mesurabilité de la fonctionx1 7→

∫
|f(x1, x2)|µ2(dx2), etµ1((B1)c) = 0

vient de (ii) et du corollaire 3-9. On a de m̂eme les ŕesultats concernantB2. Enfin la validit́e de (14) pourf provient de
l’application de (14) aux fonctions positivesf+ etf− et du fait que

∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ. �

Exemples :

1) Lorsque(E1, E1) = (E2, E2) = (IR,R), on a vu que(F,F) = (IR2,R2). Si de plusµ1 = µ2 = λ est la mesure
de Lebesgue, le produitµ1⊗µ2 est alors la mesure de Lebesgueλ2 surIR2, et les th́eor̀emes 1-20et 1-21découlent
du th́eor̀eme16 lorsqued = 2. L’int égrale d’une fonctionf surIR2 par rapport̀aλ2 se note aussi∫

fdλ2 =
∫ ∫

f(x, y)dxdy

et la formule (14) est ainsi une version aḿeliorée du ŕesultat selon lequel une intégrale double se calcule comme
une succession de deux intégrales “simples”, dans l’ordre qu’on veut : attention toutefois aux hypothèses surf
pour que cette formule soit exacte.

2) Lorsque(E1, E1) = (E2, E2) = (IN∗,P(IN∗)) et lorsqueµ1 = µ2 est la mesure de comptage surIN∗, le produit
µ = µ1 ⊗ µ2 est la mesure de comptage sur(IN∗)2. L’int égrale d’une fonction (positive ou intégrable) par rapport
à la mesure de comptageétant la somme des valeurs prises par cette fonction, la formule (14) devient dans ce cas :

∑
n,m∈IN∗

un,m =
∞∑
n=1

( ∞∑
m=1

un,m

)
=

∞∑
m=1

( ∞∑
n=1

un,m

)
, (17)

à condition queun,m ≥ 0 pour tousn,m, ou que que
∑
n,m∈IN∗ |un,m| <∞ si lesun,m sont de signe quelconque.

On retrouve en particulier la formule 2-(26).
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3) Soit(E1, E1, µ1) un espace mesuré quelconque avec une mesureµ1 σ-finie, et soit(E2, E2) = (IN∗,P(IN∗)) muni
de la mesure de comptageµ2. Une fonctionf surF = E1 × E2 peutêtre consid́eŕee comme une suite(fn)n≥1

de fonctions surE1 par les formulesfn(x) = f(x, n), et on v́erifie aiśement quef est mesurable par rapportà
F = E1 ⊗ E2 si et seulement si les fonctionsfn sontE1-mesurables. La fonction mesurablef est int́egrable par
rapportàµ = µ1 ⊗ µ2 si et seulement si on a∫

(
∑
n≥1

|fn−)fµ1 =
∑
n≥1

∫
|fn|dµ1 < ∞ (18)

(appliquer (14) à |f | ; la premìereégalt́e vient du corollaire 2-17). Si on on a (18), la śerie
∑
n≥1 fn est doncµ1-a.s.

absolument convergente, de sommeµ1-intégrable, et la formule (14) appliqúeeàf donne alors

∫
fdµ =

∑
n≥1

∫
fndµ1 =

∫ ∑
n≥1

fn

 dµ1. (19)

Ainsi, sous (18), on peut intervertir somme et intégrale : on obtient ainsi une version un peu différente du corollaire
2-17, avec desfn de signe quelconque mais vérifiant (18).

Remarque 1 : La mesurabilit́e def par rapport̀a la tribu produit est essentielle dans le théor̀eme17. On peut trouver
des fonctions positivesf qui ne sont pasF mesurables mais qui sont “sépaŕement” mesurables en chacune des variables
(cf. la remarque de la fin du paragraphe 2), et telles que les fonctionsfi de (13) soientégalement mesurables : les deux
derniers membres de (14) sont alors bien d́efinis, mais pas ńecessairement́egaux, tandis que le premier n’a pas de sens.
�

Remarque 2 :Même lorsquef est mesurable, il faut faire très attention quand on utilise (14), qui n’est vraie que sif est
de signe constant, ou est intégrable.

Illustrons ceci dans le cadre de l’exemple 1 ci-dessus. Soit

f(x, y) =

{ x−y
(x+y)3 si x, y ∈]0, 1]

0 sinon.

On a alors ∫
dx

(∫
f(x, y)dy

)
=
∫ 1

0

dx

∫ 1

0

(
2x

(x+ y)3
− 1

(x+ y)2

)
dy =

∫ 1

0

1
(1 + x)2

dx =
1
2
,

et un calcul analogue conduità
∫
dy
(∫
f(x, y)dx

)
= − 1

2 . Les deux derniers membres de (14) sont donc diff́erent
(bien-ŝur la fonction boŕeliennef surIR2 n’est pasλ2-intégrableø.

Pire : les deux derniers membres de (14) peuvent̂etreégaux, alors que l’intégrale def n’a pas de sens. Prenons par
exemple la fonctiong sur]0,∞[ définie parg(x) = x−1/2 six ≤ 1 etg(x) = x−2 six > 1, de sorte quea =

∫∞
0
g(x)dx

est finie. Soit

f(x, y) =


g(x− y) si x > y

0 si x = y

−g(y − x) si x < y.

Il est clair que
∫
f(x, y)dx =

∫
f(x, y)dy = a − a = 0, donc les deux derniers membres de (14) sont nuls. Cependant

f+(x, y) = g(x− y)1{x>y}, donc (14) appliqúe à la fonction positivef+ donne∫
f+dλ2 =

∫ +∞

−∞
dy

∫ +∞

y

g(x− y)dx =
∫ +∞

−∞
ady = +∞,

et de m̂eme pourf− : donc l’intégrale def par rapport̀aλ2 n’a pas de sens.

2) Le produit de plusieurs mesuresOn consid̀ere maintenant une famillefinie d’espaces mesurés(Ei, E i, µi),
pouri = 1, . . . , n. On poseF =

∏n
i=1Ei, muni de la tribu produit⊗ni=1E i.
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Théorème 18 Si les mesuresµi sont toutesσ-finies, il existe une mesureµ et une seule sur(F,F), qu’on
note aussiµ = µ1 ⊗ . . .⊗ µn = ⊗ni=1µi et qu’on appelle lamesure produit, qui v́erifie

µ(
n∏
i=1

Ai) =
n∏
i=1

µi(Ai) ∀Ai ∈ E i. (20)

Preuve. On fait une ŕecurrence surn (le résultatétant vrai pourn = 2 d’apr̀es le th́eor̀eme16). Supposons le résultat
vrai pourn− 1 : sur l’espaceF ′ =

∏n−1
i=1 Ei muni de la tribuF ′ = ⊗n−1

i=1 E i on a construit la mesure produitµ′, qui est
l’unique mesure v́erifiant

µ′(
n−1∏
i=1

Ai) =
n−1∏
i=1

µi(Ai) ∀Ai ∈ E i.

On aF = F ′×En et, par la proposition13,F = F ′⊗En. Le th́eor̀eme16permet de construire sur(F,F) la mesure
produitµ = µ′⊗µn, qui vérifie clairement (20). Enfin, l’unicité deµ se montre exactement comme pour le théor̀eme16.
�

Exemple : La mesure de Lebesgueλd surIRd est ainsi la mesure produit -d fois - de la mesure de Lebesgue surIR, et
les th́eor̀emes 1-20et 1-21découlent du th́eor̀eme pŕećedent.

Nous avons vu l’associativité du produit des tribus (proposition13). La même propríet́e est vraie pour les produits
de mesure, en utilisant les notationsF1 =

∏k
i=1Ei, F1 = ⊗ki=1E i et ν1 = ⊗ki=1µi, ainsi queF2 =

∏n
i=k+1, F2 =

⊗ni=k+1E i etν2 = ⊗ni=k+1µi :

Corollaire 19 Les mesures produitsν1 ⊗ ν2 et⊗ni=1µi sontégales.

Preuve. Il suffit de remarquer que ces deux mesures coı̈ncident sur les pav́es mesurables de(F,F), donc sont́egales
d’apr̀es l’unicit́e dans le th́eor̀eme pŕećedent.�

Etant donńe ce corollaire, le th́eor̀eme de Fubini se ǵeńeralise imḿediatement au produit finiµ = ⊗ni=1µi par une
récurrence imḿediate. Plus pŕeciśement, sif est une fonction mesurable sur(F,F), on a∫

fdµ =
∫
µ(dx1)

(∫
µ(dx2)

(
. . .

∫
f(x1, . . . , xn)µ(dxn) . . .

))
, (21)

lorsqu’en plusf est positive ou int́egrable par rapport̀a µ, et de plusf est int́egrable si et seulement si le membre de
droite de (21) écrit pour|f | est fini.

Lorsque la fonctionf se met sous la formef(x1, . . . , xn) =
∏n
i=1 fi(xi) (on écrit aussif = ⊗ni=1fi, et c’est

d’ailleurs l̀a l’origine de la notation⊗ pour les produits de tribus ou de mesures), (21) prend une forme bien plus agréable :

Proposition 20 Soit fi des fonctions mesurables sur(Ei, E i), et supposons les mesuresµi σ-finies. Soit
f(x1, . . . , xn) =

∏n
i=1 fi(xi) etµ = ⊗ni=1µi.

a) La fonctionf estµ-intégrable si et seulement si on a l’une des deux conditions suivantes :
(i) la fonctionfi estµi-intégrable pour touti = 1, . . . , n ;
(ii) il existe un indicei tel que la fonctionfi soitµi-p.p.égaleà 0.
b) Si toutes les fonctionsfi sont positives, ou si l’une des deux conditions de (a) sont remplies, on a∫

fdµ =
n∏
i=1

∫
fidµi. (22)
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Preuve. D’abord, lorsque lesfi sont positives la formule (22) découle imḿediatement de (21) (on peut aussi faire une
preuve “directe” : (22) n’est autre que (20) lorsque lesfi sont des fonctions indicatrices ; par linéarit́e la formule (22) est
donc vraie lorsque lesfi sontétaǵees, puis par limite croissante lorsque lesfi sont mesurables positives).

L’assertion (a) d́ecoule de la formule (22) appliqúee aux valeurs absolues|fi| (en se rappelant que l’intégrale d’une
fonction positive est nulle si et seulement si cette fonction est presque partout nulle), et (22) pourf intégrable de signe
quelconque se d́eduit de (22) appliqúe à toutes les combinaisons possibles desf+

i etf−i . �

Voici une remarquéevidente : la masse totale de la mesure produitégale le produit des masses totales (appliquer (20)
avecAi = Ei). Par exemple, le produit d’un nombre fini de probabilités est une probabilité.

Mais cette remarque explique pourquoi on ne fait pas en géńeral de produit infini de mesures, sauf lorsqu’il s’agit
de probabilit́es : si on se donne une suite infinie(µn)n≥1 de mesuresσ-finies (chacune d́efinie sur un espace mesurable
(En, En)), et si on cherchèa d́efinir la mesure produit sur les pavés mesurables deF =

∏
n≥1En par la formule (20),

le second membre devient un produit infini qui, en géńeral, diverge. Cependant, si lesµn sont toutes des probabilités,
il est possible de d́efinir le produit infini⊗n≥1µn par cette formule (nous nous contentons de cette remarque un peu
informelle ; la d́emonstration du ŕesultat est en fait difficile).

4.4 La formule de changement de variable

Ce paragraphe est essentiellement consacré à la d́emonstration de la formule “de changement de variable” dans les
intégrales par rapportà la mesure de Lebesgue surIRn. Cela permettra d’étudier la mesure image d’une mesure surIRn

ayant une densité.
Le cadre est le suivant : soitD et∆ deux ouverts deIRn, eth unC1-difféomorphisme de∆ dansD, c’est-̀a-dire une

applicationh de∆ dansD qui est bijective et continuement différentiable et dont l’application réciproqueh−1 (deD
dans∆) est aussi continuement différentiable. On notehi(x) = hi(x1, . . . , xn) la ièmecoordonńee deh(x). On appelle
matrice jacobienneenx ∈ ∆ la matrice des d́erivées partielles(∂hi/∂xj)1≤i,j≤n prise au pointx, et jacobiendeh le
déterminant de cette matrice : ce déterminant est notéDh(x).

En d́erivant les deux membres de l’égalit́eh−1 ◦ h(x) = x on vérifie immédiatement que les matrices jacobiennes de
h enx et deh−1 enh(x) sont inverses l’une de l’autre. Par suite on a

Dh(x)Dh−1(h(x)) = 1 ∀x ∈ ∆. (23)

Rappelons enfin que l’intégrale d’une fonctionf surIRn par rapport̀a la mesure de Lebesgue est notée
∫
f(x)λd(dx),

notation qu’on abr̀ege en
∫
f(x)dx, ou qu’on remplace aussi par

∫
f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn ; l’int égrale de la fonction

f1A lorsqueA ∈ Rd est aussi notée
∫
A
f(x)dx ou

∫
A
f(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Théorème 21 Sous les hypoth̀eses pŕećedentes, pour toute fonction boréliennef surIRd telle quef1D soit
intégrable par rapport̀a la mesure de Lebesgue, on a∫

D

f(x)dx =
∫

∆

f ◦ h(x)|Dh(x)|dx. (24)

Attention à la valeur absolue du jacobien ! Cette formule s’appelle la formule du changement de variable, car elle
revient à faire dans la seconde intégrale le changement de variablex = (x1, . . . , xn) 7→ y = (y1, . . . , yn) = h(x).
SouventDh(x) est not́e

Dh(x) =
D(y1, . . . , yn)
D(x1, . . . , xn)

, (25)

de sorte que (24) devient∫
D

f(y1, . . . , yn)dy1 . . . dyn =
∫

∆

f ◦ h(x1, . . . , xn)
∣∣∣∣D(y1, . . . , yn)
D(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣ dx1 . . . dxn. (26)

La notation (25), coh́erente avec (23), permet de se rappeler que dans le changement de variable “l’élément diff́erentiel”

dy1 . . . dyn est remplaće par
∣∣∣D(y1,...,yn)
D(x1,...,xn)

∣∣∣ dx1 . . . dxn.
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Exemples :

1) Supposons quen = 1, et queD =]a, b[ et ∆ =]c, d[ aveca < b et c < d (ces nombres peuventêtre infinis).
Un C1-diff éomorphisme est donc une application dérivableh ayant l’une des deux propriét́es suivantes (h′ est la
dérivée deh) :
(i) on ah′(x) > 0 pour toutx ∈ ∆, et limx↓c h(x) = a et limx↑d h(x) = b, ou
(ii) on ah′(x) < 0 pour toutx ∈ ∆, et limx↓c h(x) = b et limx↑d h(x) = a.
(24) s’écrit alors :

h′ > 0 sur ]c, d[ ⇒
∫ b
a
f(x)dx =

∫ d
c
f ◦ h(x)h′(x)dx

h′ < 0 sur ]c, d[ ⇒
∫ b
a
f(x)dx = −

∫ d
c
f ◦ h(x)h′(x)dx

 . (27)

et la seconde formule s’écrit aussi souvent
∫ b
a
f(x)dx =

∫ c
d
f ◦ h(x)h′(x)dx, avec la convention

∫ c
d

= −
∫ d
c

: on
retrouve donc la formule bien connue de changement de variable surIR.
Noter d’ailleurs que lorsquen = 1 la formule (31) ne se ram̀ene pas toujours̀a (27) : en effet, un ouvertD n’est pas
forcément un intervalle ouvert. La forme géńerale de (24) lorsquen = 1 est en fait la suivante : soit(]ai, bi])i∈I) et
(]ci, di[)i∈I deux familles d’intervalles ouverts respectivement deux-à-deux disjoints, avecI fini ou dénombrable.
Pour chaquei soit hi une bijection d́erivable de]ci, di[ dans]ai, bi[ dont la d́erivée est toujours soit strictement
positive, soit strictement négative. On a alors dès quef1D est int́egrable, avecD = ∪i]ai, bi[ :∫

D

f(x)dx =
∑
i∈I

∫ di

ci

f ◦ hi(x)|h′i(x)|dx. (28)

Cette dernìere formule est d’ailleurs vraie dès que les]ai, bi[ sont deux-̀a-deux disjoints (m̂eme si ce n’est pas le
cas des]ci, di[).

2) Soitf une fonction Lebesgue-intégrable surIRn, ety ∈ IRn. On a alors∫
f(x)dx =

∫
f(x+ y)dx. (29)

Il suffit d’appliquer (24) avecD = ∆ = IRn et h(x) = x + y : cette application est unC1-diff éomorphisme de
IRn dans lui-m̂eme qui v́erifieDh(x) = 1 (sa matrice jacobienne est en fait la matrice identité)

Nous allons commencer par un lemme, dans lequel on fait les hypothèses du th́eor̀eme21.

Lemme 22 Pour toutx ∈ ∆ il existe une boule ferḿeeB de centrex et de rayonε(x) > 0, contenue dans
∆, telle que pour toute fonction borélienne positivef on ait, siC désigne l’image{h(x) : x ∈ B} deB
par h : ∫

C

f(y)dy =
∫
B

f ◦ h(y)|Dh(y)|dy. (30)

Preuve. La preuve se fait par récurrence sur la dimensionn.
a) Soitn = 1 etx ∈ ∆. Comme∆ est ouvert, il existeε(x) > 0 tel que l’intervalleB = [c, d] = [x− ε(x), x+ ε(x)]

soit contenu dans∆. L’imageC est un intervalle[a, b], de sorte que (30) s’écrit en fait (27) : cette formule, connue lorsque
f est continue (pour l’int́egrale de Riemann), doitêtre d́emontŕee dans le cas où f est seulement borélienne positive.

Exactement comme dans l’exemple ci-dessus, deux cas sont possibles selon que la dérivéeh′ est positive ou ńegative
sur[c, d], et on va par exemple traiter le cas où h′(y) < 0 pour touty ∈ [c, d] (l’autre cas est un peu plus simple).

D’abord, par lińearit́e et limite croissante il suffit (comme on l’a déjà vu plusieurs fois) de montrer (34) lorsque
f = 1A est l’indicatrice d’un boŕelienA. Mais si on poseµ(A) =

∫ b
a

1A(y)dy et ν(A) = −
∫ d
c

1A(h(y))h′(y)dy,
on d́efinit clairement deux mesures finiesµ et ν, de sorte qu’il nous faut montrer que ces deux mesures sontégales.
D’après le th́eor̀eme8 il suffit donc de v́erifierµ(A) = ν(A) pourA =]−∞, β]. Comme on a aussi de manièreévidente
µ(A) = ν(A) = 0 siA ∩ [a, b] = ∅ il suffit de montrer queµ(]−∞, β]) = ν(]−∞, β]) poura ≤ β ≤ b ; comme dans
ce cas il existe un unique pointα ∈ B tel queβ = h(α), on a alorsy ∈ [c, d], h(y) ≤ β ⇔ α ≤ y ≤ d et donc

µ(A) = β − a, ν(A) = −
∫ d

α

h′(y)dy = h(α)− h(d) = β − a
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(par une propríet́e bien connue des intégrales de Riemann ; icih′ est continue, donc Riemann-intégrable sur[a, α]) : on a
donc le ŕesultat.

b) Supposons (30) vraie pourn− 1. Soitx ∈ ∆. D’après (23) on aDh(x) 6= 0, donc∂h1/∂xi(x) 6= 0 pour au moins
un i. La nuḿerotation des coordonnées n’ayant pas d’importance, on peut supposer que ceci est vrai pouri = 1. Soit θ
l’application de∆ dansIRn, continuement diff́erentiable, d́efinie de la manìere suivante par ses coordonnées :

θ1(y) = h1(y), θj(y1, . . . , yn) = yj pour j ≥ 2.

Comme∂h1/∂x1(x) 6= 0, le th́eor̀eme des fonctions implicites montre qu’il existe une boule ferméeB de centrex et de
rayonε(x) > 0, contenue dans∆, et une fonction continuement différentiableρ deB dansIR, tels que

θ1(ρ(y), y2, . . . , yn) = y1 ∀y = (y1, . . . , yn) ∈ B.

NotonsC etF les images de la bouleB parh et θ. On peut consid́erer aussih (resp.θ) comme une application deB
dansC (resp. dansF ) : la premìere est bijective par hypothèse, la seconde l’estégalement puisqu’elle admet clairement
comme application réciproqueθ−1(y) = (ρ(y), y2, . . . , yn), et on poseϕ = h ◦ θ−1 qui est bijective deF dansC et
vérifieϕ1(y1, . . . , yn) = y1.

Introduisons quelques notations : siy = (y1, . . . , yn) on notey′ = (y2, . . . , yn), de sorte qu’on peut́ecrirey =
(y1, y′). SoitB′

y′ = {y1 : (y1, y′) ∈ B} etB′ = {y′ : By′ 6= ∅}, et associons de m̂emeF ′y′ et F ′ à F . Remarquons
que siy ∈ B on a θ(y) = (h1(y1, y′), y′), de sorte queF ′ = B′ et queF ′y′ est l’image deB′

y′ par l’application
y1 7→ h1(y1, y′). Par ailleurs par composition des dérivées et parh = ϕ ◦ θ il vient Dh(y) = Dθ(y)Dϕ(θ(y)), tandis
que d’apr̀es la d́efinition deθ on voit queDθ = ∂h1/∂x1. Par suite, en appliquant le théor̀eme de Fubini, puis (30) pour
n = 1, puis de nouveau le théor̀eme de Fubini, on obtient :∫

B
f ◦ h(y)|Dh(y)|dy =

∫
B′
dy′
∫
B′

y′
f ◦ ϕ(h1(t, y′), y′)

∣∣∣Dϕ(h1(t, y′), y′) ∂
∂x1

h1(t, y′)
∣∣∣ dt

=
∫
F ′
dy′
∫
F ′

y′
f ◦ ϕ(z, y′)|Dϕ(z, y′)|dz

=
∫
F
f ◦ ϕ(y)|Dϕ(y)|dy

Maintenant, on noteF ′′y1 = {y′ : (y1, y) ∈ F} etF ′′ = {y1 : F ′′y1 6= ∅}, et on associe de m̂emeC ′′y1 etC ′′ àC. Soit
égalementϕ′′y1(y

′) = (ϕi(y′) : 2 ≤ i ≤ n). On aϕ1(y1, y′) = y1, de sorte que la première ligne de la matrice jacobienne
deϕ est(1, 0, . . . , 0) : par suiteDϕ(t, y′) = Dϕ′′t (y

′). EnfinC ′′ = F ′′ et C ′′t = F ′′t . Donc d’apr̀es le th́eor̀eme de
Fubini, puis (30) appliqúe àn− 1, puis de nouveau le théor̀eme de Fubini, il vient∫

F
f ◦ ϕ(y)|Dϕ(y)|dy =

∫
F ′′

dt
∫
F ′′t

f(t, ϕ′′t (y
′)|Dϕ′′t (y′)|dy′

=
∫
C′′

dt
∫
C′′t

f(t, y′)dy′ =
∫
C
f(x)dx.

On a donc montŕe (30) pourn. �

Preuve du théorème21. Il suffit (par différence) de prouver (24) pourf ≥ 0. A chaquex ∈ ∆ on associe une boule
Bx de centrex et de rayon strictement positif, tel que siCx désigne l’image deBx parh on ait (30). Cetteégalit́e s’́ecrit
aussi ∫

D

f(y)1Cx(y)dy =
∫

∆

f ◦ h(y)1Bx(y)|Dh(y)|dy.

Soit maintenant(x(i) : i = 1, 2, . . .) uneénuḿeration des points de∆ qui sontà coordonńees rationnelles (l’ensemble
de ces points est dénombrable). SoitA1 = Cx(1) et, pouri = 2, . . ., Ai = Cx(i) ∩ (∪1≤j≤i−1Aj)

c : lesAi forment une
partition de∆, et les imagesGi deAi parh forment une partition deD, avecAi ⊂ Cx(i) etGi ⊂ Bx(i). En appliquant
l’ égalit́e ci-dessus̀ax = x(i) et àf1Gi

, et comme1Gi
◦ h = 1Ai

, il vient∫
D

f(y)1Gi
(y)dy =

∫
∆

f ◦ h(y)1Ai
(y)|Dh(y)|dy.

Il suffit de sommer suri pour obtenir (24). �
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Corollaire 23 Siµ est une mesure surIRn admettant une densitéf (par rapportà la mesure de Lebesgue),
si h est unC1-difféomorphisme deIRn dans lui-m̂eme, et siν désigne la mesure image deµ sur IRn par
l’application h, alors la mesureν admet aussi une densitég, qui est donńee par la formule

g(x) = f ◦ h−1(x)|Dh−1(x)|; (31)

4.5 Le produit de convolution

1) Dans ce paragraphe nous introduisons une “multiplication” des mesures surIRd, qui s’appelle le produit de convolu-
tion. Toutes les mesures dont on parle ci-dessous sont des mesures surIRd muni de la tribu boŕelienneRd.

Définition 24 Si µ etν sont deux mesuresσ-finies surIRd, on appelleproduit de convolutiondeµ etν et
on noteµ?ν l’image de la mesureµ⊗ν par l’application deIRd×IRd dansIRd définie par(x, y) 7→ x+y.
�

Ainsi, µ ? ν est une mesure surIRd, qui d’apr̀es 2-(15) est donńee par

µ ? ν(A) =
∫

1A(x+ y)d(µ⊗ ν)(x, y). (32)

En utilisant le th́eor̀eme de Fubini, on peut aussiécrire

µ ? ν(A) =
∫
µ(dx)

∫
1A(x+ y)ν(dy) =

∫
ν(dy)

∫
1A(x+ y)µ(dx). (33)

On en d́eduit que le produit de convolution estcommutatif. D’après le corollaire19 il est aussiassociatif, i.e.(µ?ν)?
η = µ ? (ν ? η), à condition bien entendu que les deux mesuresµ ? ν et ν ? η soient elles-m̂emesσ-finies (ce qui n’est
pas toujours vrai, comme l’exemple 3 ci-dessous le montre !).

Exemples.

1) Si µ = ε0 est la masse de Dirac en0, on aµ ? ν = ν d’apr̀es (33) : en d’autres termes, la masse de Dirac en0 est
un élément neutrepour le produit de convolution.

2) La masse totale deµ? ν estµ(IRd)ν(IRd). En particulier, le produit de convolution de deux probabilités est encore
une probabilit́e.

3) Si µ = ν = λd est la mesure de Lebesgue surIRd, le produitη = µ ? ν est la mesure donnée parη(A) = 0 si
λd(A) = 0 et η(A) = +∞ si λd(A) > 0 : cela d́ecoule imḿediatement de (33). Noter que cette mesure n’est pas
σ-finie.

Proposition 25 Sif est une fonction borélienne, positive ou intégrable par rapport au produit de convolu-
tion µ ? ν, on a∫

fd(µ ? ν) =
∫
µ(dx)

∫
f(x+ y)ν(dy) =

∫
ν(dy)

∫
f(x+ y)µ(dx). (34)

Preuve. Lorsquef ≥ 0 cette formule se d́eduit de (33) selon le sch́ema habituel : par lińearit́e, puis limite croissante.
Lorsquef est de signe quelconque et intégrable par rapport au produit de convolution, les formules (34) sont vraies pour
f+ etf−, et donnent des valeurs finies, donc on a (34) pourf par différence.�
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2) Mesures sigńees avec densité.En vue de d́efinir le produit de convolution d’une fonction et d’une mesure ou de deux
fonctions, nous allons d’abord introduire le concept de “mesure signée”, ce qui veut dire mesure non nécessairement
positive. En vue d’́eviter une th́eorie ǵeńerale un peu lourde, nous nous contentons du cas des mesures admettant une
densit́e par rapport̀a la mesure de Lebesgue surIRd.

Si f est une fonction borélienne positive surIRd, Lebesgue-int́egrable, on sait qu’on peut définir la mesureµ = f •λd
de densit́e f par la formuleµ(A) =

∫
A
f(x)dx (pourA ∈ Rd). Cette mesure est de masse totaleµ(IRd) =

∫
f(x)dx

finie. Si maintenantf est Lebesgue-intégrable, mais de signe quelconque, on a les deux mesuresµ+ = f+ • λd et
µ− = f− • λd. On pose alors

µ = µ+ − µ− (i.e. µ(A) = µ+(A)− µ−(A) ∀A ∈ IRd), (35)

et on note aussiµ = f • λd. (lL formule ci-dessus a bien un sens, puisqueµ+(A) et µ−(A) sont finies). On dit queµ
est unemesure sigńee, car elle v́erifie µ(∅) = 0 et laσ-additivité, mais les nombres (finis)µ(A) sont a priori de signe
quelconque. La th́eorie de l’int́egration par rapport̀a de telles “mesures” est facile, et basée sur la formule

∫
gd(f •λd) =∫

f(x)g(x)dx qu’on a vue dans la proposition 3-15pourf ≥ 0. Plus pŕeciśement, on pose la

Définition 26 Si f est une fonction borélienne surIRd, Lebesgue-int́egrable, et siµ = f •λd, la fonction
boŕelienneg est diteµ-intégrable si et seulement si la fonctionfg estλd-intégrable. Dans ce cas on pose∫
gdµ =

∫
f(x)g(x)dx. �

Notons aussi la propriét́e immédiate suivante : siµ = f • λd et ν = g • λd (avecf et g boŕeliennes Lebesgue-
intégrables), la formuleη(A) = µ(A)− ν(A) définit une nouvelle mesure signée, qui n’est autre queη = (f − g) • λd.

3) Avec cette d́efinition, on a alors la proposition suivante. On rappelle que

Proposition 27 Soitµ une mesure finie surIRd, etf une fonction boŕelienne surIRd, Lebesgue-intégrable.
La formule

(f ? µ)(x) =
∫
f(x− y)µ(dy) (36)

définit λd-p.p. une fonction qui est Lebesgue-intégrable. Siν = f • λd, cette fonction est la densité de la
mesure sigńeeµ ? ν = µ ? ν+ − µ ? µ−.

Preuve. En raisonnant surf+ et surf− et en faisant la diff́erence, et compte tenu de la remarque suivant la définition
26, on voit qu’il suffit de montrer le ŕesultat lorsquef ≥ 0.

Dans ce cas, la fonctionf ? µ est d́efinie partout (̀a valeurs dans̄IR̄+). D’après le th́eor̀eme de Fubini, elle est
boŕelienne et v́erifie∫

(f ? µ)(x)1A(x)dx =
∫
µ(dy)

∫
f(x− y)1A(x)dx =

∫
µ(dy)

∫
f(u)1A(y + u)du

(on fait le changement de variablex 7→ h(x) = x − y et on applique (29) dans la dernìere int́egrale). Ceci vaut∫
µ(dy)

∫
1A(y + u)ν(du) par d́efinition deν, et une nouvelle application du théor̀eme de Fubini entraine que∫

(f ? µ)(x)1A(x)dx =
∫

1A(y + u)d(µ⊗ ν)(y, u) = (µ ? ν)(A)

par (32). Doncµ ? ν admet la densité f ? µ. Enfinµ et ν étant deux mesures de masse totale finie, il en est de même de
µ ? ν, doncf ? µ est Lebesgue-intégrable.�

Enfin, si dans la proposition préćedente la mesureµ admet elle aussi une densité, disonsg, la fonctionf ? µ est aussi
not́eef ? g, et elle vaut

f ? g(x) =
∫
f(x− y)g(y)dy =

∫
f(y)g(x− y)dy. (37)

Il n’y a d’ailleurs pas de raison de supposerg ≥ 0 ci-dessus : sig est de signe quelconque, cette formule définit la densit́e
de la mesure sigńeeµ ? ν = µ+ ? ν+ + µ− ? ν− − µ+ ? ν− − µ− ? ν+. Cela conduit̀a poser la d́efinition suivante :
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Définition 28 Si f et g sont deux fonctions boréliennes Lebesgue-intégrables surIRd, leur produit de
convolutionf ? g est la fonction Lebesgue-intégrable d́efinie par (38). �

f ? g(x) =
∫
f(x− y)g(y)dy =

∫
f(y)g(x− y)dy. (38)

Cette d́efinition est un peu restrictive, et dans les livres d’analyse on voit parfois une définition plus ǵeńerale du
produit de convolution de deux fonctions : il suffit en fait que la formule (38) ait un sens.

En vertu de ce qui suit la définition24, on voit que le produit de convolution des fonctions (Lebesgue-intégrables) est
commutatif et associatif.
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Chapitre 5

Les espacesLp

5.1 Les d́efinitions

Dans tout ce chapitre, l’espace mesuré (E, E , µ) est fix́e. Nous avons d́ejà rencontŕe l’espaceL1 = L1(E, E , µ)
de toutes les fonctions mesurables sur(E, E), à valeurs ŕeelles, qui sontµ-intégrables (cf. chapitre 2). Mais, plus
géńeralement, il existe toute une familleLp d’espaces de fonctions mesurables, ainsi définis :

Définition 1 Si p ∈ [1,∞[, on noteLp = Lp(E, E , µ) l’ensemble de toutes les fonctions mesurables sur
(E, E), à valeurs ŕeelles, telles que la fonction|f |p soitµ-intégrable. Sif ∈ Lp, on pose

||f ||p =
(∫

|f |pdµ
)1/p

. (1)

Proposition 2 Chaque espaceLp est un espace vectoriel.

Preuve. D’abord, sif ∈ Lp et a ∈ IR, il est évident que le produitaf appartient aussìa Lp. Il nous suffit donc de
montrer que sif, g ∈ Lp, alorsf + g ∈ Lp.

On vérifie facilement que(1 + x)p ≤ 2p(1 + xp) pour toutx ≥ 0, donc aussi(x+ y)p ≤ 2p(xp + yp) si x, y ≥ 0. Il
s’ensuit que|f + g|p ≤ 2p(|f |p + |g|p) : si f, g ∈ Lp, la fonction|f + g|p est int́egrable etf + g ∈ Lp. �

Rappelons que siF désigne un espace vectoriel, on appellenormesurF une applicationu 7→ ||u|| deF dansIR+

qui vérifie :
(i) ||u|| = 0 ⇔ u = 0,

(ii) a ∈ IR, u ∈ F ⇒ ||au|| = |a| ||u|| (homoǵeńeité),

(iii) ||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v|| (inégalit́e triangulaire).

 (2)

Si on pose alorsd(u, v) = ||u−v||, on d́efinit unedistancesurF , et la topologie associée est compatible avec la structure
d’espace vectoriel, ce qui signifie que siun → u et vn → v pour cette topologie (i.e.d(un, u) → 0 et d(vn, v) → 0),
et sian → a dansIR, alorsun + vn → u + v et anun → au. On dit alors queF , ou plus pŕeciśement(F, ||.||), est un
espace vectoriel norḿe.

Revenons aux espacesLp. L’application f 7→ ||f ||p de Lp dansIR+ vérifie clairement (ii) ci-dessus, ainsi que
||0||p = 0, et on verra plus tard que (iii) est aussi vérifié (c’est un ŕesultat nońevident, sauf pourp = 1). En revanche,
||f ||p = 0 implique seulement quef = 0 µ-p.p., en vertu de 3-(13), de sorte que||.||p n’est en ǵeńeral pas une norme
surLp (voir cependant l’exemple 2 ci-dessous).

Pour pallier ce problème, on op̀ere ainsi : d’abord, sif et g sont deux fonctions réelles mesurables, onécritf ∼ g si
et seulement sif = g µ-p.p., ce qui d́efinit clairement une relation d’équivalence. En vertu du lemme 3-5, si f ∈ Lp et
si g ∼ f , on a aussig ∈ Lp et ||g||p = ||f ||p. On peut donc poser la
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Définition 3 Si p ∈ [1,∞[, on noteLp = Lp(E, E , µ) l’ensemble des classes d’équivalence des fonctions
deLp, pour la relation d’́equivalence “́egalit́e µ-presque partout” rappelée ci-dessus. Sif ∈ Lp, on note
||f ||p la valeur commune des||g||p pour les fonctionsg appartenant̀a la classef .

Une autre manière d’exprimer cette d́efinition consistèa dire queLp est lequotientdeLp par la relation d’́equivalence
“ égalit́eµ-presque partout”. Sif ∈ Lp, on appellereprésentantdef toute fonction mesurablef ′ ∈ Lp qui appartient̀a
la classe d’́equivalencef .

Soit alorsf, g ∈ Lp et a ∈ IR. Si f ′ et f ′′ (resp.g′ et g′′) sont deux repŕesentants quelconques def (resp.g), on
a f ′ + g′ = f ′′ + g′′ µ-p.p. etaf ′ = af ′′ µ-p.p. : on peut alors d́efinir la sommef + g (resp. leproduit af ) comme
la classe d’́equivalence de la sommef ′ + g′ (resp. du produitaf ′) pour des repŕesentants quelconquesf ′ et g′ def et
g : cela munit l’ensembleLp d’une structure d’espace vectoriel, appelée structure quotient. En particulier l’élément nul
(not́e encore0) deLp est la classe d’équivalence de la fonction nulle, et une fonction mesurablef ′ est dans la classe0 si
et seulement sif ′ = 0 µ-p.p. D’apr̀es la proposition 3-11, on voit qu’on a alors l’́equivalence :

||f ||p = 0 ⇔ f = 0 (si f ∈ Lp). (3)

En d’autres termes,||.||p vérifie (2-(i)) sur l’espaceLp.

Les d́efinitions deL∞ et deL∞ sont un peu plus d́elicates. L’id́ee est queL∞ est l’ensemble des fonctions mesurables
et “presque partout” borńees, proposition dont la traduction rigoureuse est la suivante :

Définition 4 a) On noteL∞ = L∞(E, E , µ) l’ensemble de toutes les fonctions mesurablesf sur(E; E),
à valeurs ŕeelles, qui sontessentiellement bornées, ce qui signifie qu’il existe un réela ∈ IR+ (dépendant
def , bien entendu), tel que|f | ≤ a µ-p.p. Pour une telle fonction, on pose

||f ||∞ = inf(a ∈ IR+ : |f | ≤ a µ-p.p.). (4)

b) On noteL∞ = L∞(E, E , µ) l’ensemble des classes d’équivalence des fonctions deL∞, pour la relation
d’équivalence “́egalit́eµ-presque partout” : là encore, sif ∈ L∞ et sig = f µ-p.p., alorsg ∈ L∞, et on
a clairement||f ||∞ = ||g||∞, de sorte que sih ∈ L∞ on peut noter||h||∞ la valeur commune des||f ||∞
lorsquef parcourt la classeh. �

Remarquer que si|f | ≤ A µ-p.p. et|g| ≤ B µ-p.p. et sia ∈ IR, on a|f + g| ≤ A + B µ-p.p. et|af | ≤ |a|A µ-
p.p. : on en d́eduit imḿediatement queL∞ est un espace vectoriel, et exactement comme ci-dessus on munitL∞ de
la structure vectorielle quotient induite par la relation d’équivalence “́egalit́eµ-presque partout”. La propriét́e (2-(i)) est
alors satisfaite par||.||∞, sur l’espaceL∞.

Puisque|f | ≤ a µ-p.p. pour touta > ||f ||∞, on a aussi la propriét́e suivante :

f ∈ L∞ ⇒ |f | ≤ ||f ||∞ µ− p.p. (5)

Dans toute la suite, on oubliera lesLp et on ne consid̀erera en fait que lesLp. Cependant, leśeléments deLp seront
implicitement consid́eŕes comme des fonctions (ce qui revient en faità confondre une classe d’équivalence avec l’un
quelconque de ses représentants) : cette identification d’une classe avec un représentant est en fait anodine, dans la mesure
où les int́egrales (par rapport̀a µ) sont les m̂emes pour tous les représentants de la m̂eme classe. Attention, toutefois :
lorsqu’on consid̀ere simultańement deux mesuresµ et ν, les classes d’équivalence ne sont pas les mêmes relativement̀a
chacune de ces mesures, et l’identification d’une classeà l’un quelconque de ses représentants ne peut plus se faire.

Exemples :

1) SiE est fini et siµ(E) <∞, tous les espacesLp (resp. tous les espacesLp) pour1 ≤ p ≤ +∞ sont les m̂emes.

2) SiE est fini ou d́enombrable, siE = P(E), et siµ({x}) > 0 pour toutx ∈ E, alorsLp = Lp pour toutp ∈ [1,∞].

3) SoitE = IN avecE = P(E) et µ la mesure de comptage ; on note`p l’espaceLp(E, E , µ) = Lp(E, E , µ). Cet
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espace est l’espace des suites(un)n∈IN telles que :

p ∈ [1,∞[ ⇒
∑
n

|un|p <∞ et ||(un)||p =

(∑
n

|un|p
)1/p

, (6)

p = ∞ ⇒ sup
n
|un| <∞ et ||(un)||∞ = sup

n
|un|. (7)

Lemme 5 Siµ est une mesure finie et si1 ≤ p ≤ q ≤ +∞, on aLq ⊂ Lq.

Preuve. Si q <∞, on a|f |p ≤ 1 + |f |q, donc∫
|f |pdµ ≤

∫
(1 + |f |q)dµ = µ(E) +

∫
|f |qdµ,

qui est fini sif ∈ Łq. Si maintenantf ∈ L∞ et si a = ||f ||∞, on a |f |p ≤ ap (on peut ńegliger d’́ecrire “µ-p.p.”,
puisqu’on consid̀ere des classes d’équivalence). Donc

∫
|f |pdµ ≤ apµ(E) <∞. �.

Remarque.Ce ŕesultat est faux siµ(E) = ∞ : par exemple si(E, E , µ) = (IR,R, λ), la fonctionf(x) = 1 est dansL∞,
mais pas dansLp si p <∞. La fonctionf(x) = x−a1[1,∞[(x) poura > 0 est dansLp si p < 1/a, mais pas sip ≥ 1/a.

L’inclusion peut m̂emeêtre en sens inverse : en reprenant l’exemple 3 ci-dessus, on voit que`p ⊂ `q si p ≤ q.

5.2 Les espacesLp pour 1 ≤ p ≤ ∞
1) Nous allons commencer par une inégalit́e faisant intervenir les fonctions convexes, et dont nous déduirons ensuite
deux ińegalit́es sur les normes pour les espacesLP .

Rappelons d’abord que siF est un espace vectoriel, une partieA deF est diteconvexesi pour tousx, y ∈ A on a
ax+ (1− a)y ∈ A pour touta ∈ [0, 1] (en d’autres termes, le “segment” deF d’extrémit́esx ety est tout entier contenu
dansA). Ensuite, siI est un intervalle deIR+ (borńe ou non), une fonctionψ deI dansIR est diteconcave(resp.convexe)
si l’ensemble{(x, y) ∈ IR2 : x ∈ I, y ≤ ψ(x)} (resp.{(x, y) ∈ IR2 : x ∈ I, y ≥ ψ(x)} est un ensemble convexe de
IR2. Remarquer queψ est convexe si et seulement si−ψ est concave. Noter aussi que siψ est deux fois d́erivable dans
l’int érieur deI, elle est convexe (resp. concave) si et seulement si sa dérivée seconde est positive (resp. négative).

Lemme 6 (Inégalité de Jensen)Soit ν une probabilit́e sur (E, E), soit ψ une fonction concave sur un
intervalleI deIR, soit enfinf une fonction ŕeelleν-intégrable, telle quef(x) ∈ I pour toutx ∈ E. On a
alors

∫
fdν ∈ I, et ∫

ψ(f)dν ≤ ψ

(∫
fdν

)
. (8)

Preuve. Posonsm =
∫
fdν. Soit a l’extrémit́e gauche deI. Si a = −∞ on am > a. Si a > −∞ on af ≥ a par

hypoth̀ese, doncm ≥
∫
adν = a puisqueν est une probabilit́e. De m̂eme sib est l’extŕemit́e droite deI, on am < b si

b = ∞, etm ≤ b si b <∞ : cela prouve quem ∈ I.
Commeψ est concave, il existe au moins une droite deIR2 d’équationy = α(x−m)+ψ(m) qui est sitúee entìerement

au dessus de graphe deψ, i.e.α(x−m) + ψ(m) ≥ ψ(x) pour toutx ∈ I. Par suite∫
ψ(f)dν ≤

∫
(α(f −m) + ψ(m)) dν = α

∫
fdν − αm+ ψ(m) = ψ(m) �
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Lemme 7 (Inégalité de Hölder) Soitp, q, r des nombres de[1,∞] vérifiant 1
p + 1

q = 1
r (avec la convention

1
∞ = 0). Sif ∈ Lp etg ∈ Lq, le produitfg appartientàLr, et on a

||fg||r ≤ ||f ||p||g||q. (9)

Preuve. Si p = q = r = ∞, ou sip = r < ∞ et q = ∞, le résultat est́evident. On suppose donc quep, q, r sont finis.
Comme les normes def , g etfg ne font intervenir que les valeurs absolues de ces fonctions, on peut aussi supposer que
f et g sont positives. Par ailleurs si||f ||p = 0 on af = 0 µ-p.p., donc aussifg = 0 µ-p.p., donc||fg||r = 0. On peut
donc enfin supposer que le nombreC =

∫
fpdµ est strictement positif.

On pose alorsf ′ = fp/C, et on noteν = f ′ • µ la mesure qui admet la densité f ′ par rapport̀aµ. Noter queν est
une probabilit́e, et quef > 0 ν-p.p. (puisquef ′ = 0 sur l’ensemble{f = 0}, doncν(f = 0) =

∫
f ′1{f=0}dµ = 0).

Etant donńes les rapports entreµ etν, on a∫
frgrdµ =

∫
gr

fp−r
fpdµ = C

∫ (
gq

fp

)r/q
dν,

puisquep− r = pr/q. Commer < q, la fonctionx 7→ |x|q/r est clairement convexe, et le lemme préćedent entraine que∫
frgrdµ ≤ C

(
1
C

∫
gq

fp
fpdµ

)r/q
= Cr/p

(∫
gqdµ

)r/q
(en utilisant que1− r/q = r/p). Mais

∫
gqdµ = ||g||qq etC = ||f ||pp, de sorte que l’ińegalit́e pŕećedente est exactement

(9). �

Lemme 8 (Inégalité de Minkowski) Soitp ∈ [1,∞], etf etg dansLp. On a

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p. (10)

Preuve. Si p = 1 le résultat est tr̀es simple : en effet, en identifiant (comme on l’a souligné ci-dessus) uńelémentf de
Lp (i.e. une classe d’équivalence) avec l’un quelconque de ses représentants, on a

||f + g||1 =
∫
|f + g|dµ ≤

∫
(|f |+ |g|)dµ =

∫
|f |dµ+

∫
|g|dµ = ||f ||1 + ||g||1.

Dans le casp = ∞, on a|f | ≤ ||f ||∞ µ-p.p. et|g| ≤ ||g||∞ µ-p.p., donc aussi|f + g| ≤ ||f ||∞ + ||g||∞ µ-p.p., de sorte
qu’on a (10).

Passons au cas où 1 < p < ∞. Soit q le réel tel que1
p + 1

q = 1., et h = |f + g]. En utilisant d’abord que

hp ≤ (|f |+ |g|)hp−1, puis l’inégalit́e (9) avecr = 1, on obtient :∫
|h|pdµ ≤

∫
|f |hp−1dµ+

∫
|g|hp−1dµ ≤ ||f ||p||hp−1||q + ||g||p||hp−1||q

= (||f ||p + ||g||p)
(∫

h(p−1)qdµ

)1/q

,

ce qui donne finalement
∫
hpdµ ≤ (||f ||p + ||g||p)

(∫
hpdµ

)1/q
, puisqueq(p − 1) = p. Comme on a d́ejà vu queLp

est un espace vectoriel, on a aussih ∈ Lp, de sorte que
∫
hpdµ < ∞ : on d́eduit alors de l’ińegalit́e pŕećedente que(∫

hpdµ
)1−1/q ≤ ||f ||p + ||g||p. Comme1− 1/q = 1/p, on en d́eduit le ŕesultat.�

2) Nous sommes maintenant prêt à d́emontrer les ŕesultats principaux de ce paragraphe :

Théorème 9 Sip ∈ [1,∞], l’espace(Lp, ||.||p) est un espace vectoriel normé.

57



www.L es-M athematiques.net

Preuve. Nous avons d́ejà vu queLp est un espace vectoriel, et que sur cet espace l’applicationf 7→ ||f ||p vérifie (i) et
(ii) de (2). La propríet́e (iii) de (2) n’est autre que (10).

Dans la suite, on dit qu’une suite(fn)n≥1 deLp converge vers une limitef dansLp, et onécrit fn →Lp

f , si
||fn − f ||p → 0. Rappelons qu’on a

fn →Lp

f ⇒ ||fn||p → ||f ||p. (11)

(C’est en fait fait un ŕesultat ǵeńeral sur la convergence associée à une norme, qui se démontre ainsi : on a||u|| ≤
||u− v||+ ||v|| par l’inégalit́e triangulaire, donc||u|| − ||v|| ≤ ||u− v|| et on a de m̂eme||v|| − ||u|| ≤ ||u− v||, de sorte
que| ||u|| − ||v|| | ≤ ||u− v||).

Signalons aussi les propriét́esévidentes suivantes :

f ∈ Lp ⇔ |f | ∈ Lp, et alors || |f | ||p = ||f ||p. (12)

|f | ≤ g ∈ Lp ⇒ f ∈ Lp et ||f ||p ≤ ||g||p. (13)

Exemples :

1) SiE est un ensemble fini, avec la tribu de toutes ses parties, et siµ est une mesure telle que0 < µ({x}) <∞ pour
toutx ∈ E, on a d́ejà vu queLp = Lp ne d́epend pas dep, et il est clair que cet espace peut s’identifieràIRE : une

fonction est simplement une famille finie de réelsu = (ux : x ∈ E). On a alors||u||p =
(∑

x∈E |ux|pµ({x})
)1/p

,
et cette norme coı̈ncide avec la norme euclidienne usuelle sip = 2 et siµ est la mesure de comptage. Sinon, c’est
une norme diff́erente, mais la topologie associée est la m̂eme dans tous les cas : c’est la topologie usuelle surIRE .

2) Si on consid̀ere l’espacè p décrit dans l’exemple 3 du paragraphe 1, la suite(u(m) = (u(m)
n : n ∈ IN))m≥1

converge dans̀p (i.e. pour la distance associéeà la norme||.||p) vers la limite(un) si et seulement si
∑
n |u

(m)
n −

un|p → 0 quandm → ∞, lorsquep ∈ [1,∞[ ; si p = ∞, il y a convergence dans̀∞ si et seulement si
supn |u

(m)
n − un| → 0. Ces conditions entrainent toutes queu(m)

n → un pour toutn.

Le second ŕesultat important concerne les rapports entre la convergenceµ-presque partout d’une suite(fn)n≥1 de
fonctions (qui est aussi, comme l’appartenanceà Lp, une propríet́e des classes d’équivalence), et la convergence dans
Lp : pour étudier ces rapports, on supposera quep ∈ [1,∞[, le casp = ∞ étant de nature très diff́erente. Supposons
d’abord quefn → f µ-p.p. (rappelons que cela veut dire que l’ensemble desx ∈ E pour lesquelsfn(x) ne converge
pas versf(x) estµ-négligeable). On ne peutévidemment pas conclure quefn →Lp

f , ne serait-ce, par exemple, que
parce que les fonctionsfn ouf n’appartiennent pas nécessairementàLp. Cependant, on a :

p ∈ [1,∞[, fn → f µ− p.p., |fn| ≤ g ∈ Lp ∀n ⇒ fn →Lp

f (14)

(appliquer le th́eor̀eme de convergence dominée de Lebesguèa la suite|fn − f |p, qui converge p.p. vers0 et vérifie
|fn − f |p ≤ (2g)p µ-p.p.).

Dans le sens opposé, on a la

Proposition 10 Soitp ∈ [1,∞[. Sifn →Lp

f , il existe une suite(nk)k≥1 strictement croissante d’entiers
telle quefnk

→ f µ-p.p. (on dit aussi : on peut extraire de la suite(fn) une sous-suite qui converge p.p.
versf ).

Preuve. On posen0 = 0, et on d́efinit par ŕecurrence la suitenk ainsi : si on connaitnk−1 pour unk ∈ IN∗, on
peut trouver unnk ∈ IN tel quenk > nk−1 et que||fnk

− f ||p ≤ 2−k. PosonsA(k, q) = {|fnk
− f | > 1

q} (pour
q ∈ IN∗). D’après l’inégalit́e de Bienayḿe-Tchebicheff 3-(12) appliqúeeà la fonction|fnk

− f |p, on aµ(A(k, q)) ≤
qp
∫
|fnk

−f |pdµ ≤ qp2−pk. On a donc
∑
k≥1 µ(A(k, q)) <∞, et le lemme de Borel-Cantelli (corollaire 3-10) implique

que l’ensembleB(q) = lim supk A(k, q) estµ-négligeable pour toutq. Il en est donc de m̂eme deB = ∪q≥1B(q).
Soit x /∈ B. Pour toutq ≥ 1 on ax /∈ B(q), ce qui veut dire qu’il y a (au plus) un nombre fini d’entiersk tels

quex ∈ A(k, q). NotonsK(x, q) le plus grand des entiersk tels quex ∈ A(k, q). Pour toutk > K(x, q) on a alors
|fnk

(x) − f(x)| ≤ 1
q : commeq est arbitrairement grand, cela veut exactement dire quefnk

(x) → f(x). On a donc
montŕe quefnk

(x) → f(x) si x /∈ B, et le ŕesultat est d́emontŕe. �
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Lorsquep = ∞, on a un ŕesultat bien plus fort : sifn →L∞ f , alors en dehors d’un ensemble négligeable on a que
la suite(fn)n≥1 converge uniforḿement versf .

Corollaire 11 Soitp ∈ [1,∞]. Si la suite(fn)n≥1 converge dansLp vers une limitef , etµ-p.p. vers une
limite g, on af = g µ-p.p.

Preuve. Le résultat d́ecoule imḿediatement de la remarque préćedant l’́enonće, lorsquep = ∞. Si maintenantp ∈
[1,∞[, on a vu plus haut qu’il existe une suite(nk) telle quefnk

→ f µ-p.p., et commefn → g µ-p.p. on a a fortiori
fnk

→ g µ-p.p. : la propríet́ef = g µ-p.p. est alorśevidente.�

Remarques :1) On ne peut pas faire mieux que la proposition10. Soit par exempleE = [0, 1[, muni de la tribu boŕelienne
E et de la mesure de Lebesgueλ. Soitun =

∑n
i=1

1
i . On noteAn l’ensemble desx ∈ E qui sont de la formex = y + p,

avecp ∈ ZZ etun ≤ y ≤ un+1 (c’està dire l’ensemble des points de[un, un+1] “modulo 1”). Soit aussifn = 1An . On
a
∫
fndλ = 1

n+1 , de sorte quefn →Lp

0 pour toutp ∈ [1,∞[. Cependant, commeun ↑ ∞, on voit que les ensembles
An “glissent” le long deE une infinit́e de fois, de sorte quelim supn fn = 1 et lim infn fn = 0 : on n’a donc pas
fn → 0 λ-p.p.

2) A l’inverse, si on afn → f µ-p.p. et si les fonctionsfn et f sont dansLp, il n’est pas ŝur quefn →Lp

f : Sur
le même espace que dans la remarque préćedente, soitfn(x) = n1[0,1/n](x). La suitefn converge p.p. versf = 0, mais∫
fpndλ = np−1 ne tend pas vers0 (bien-ŝur, l’hypoth̀ese de (14) n’est pas satisfaite dans cette situation).�

Proposition 12 Soit p ∈ [1,∞] et (fn)n≥1 des fonctions deLp telles que
∑
n≥1 ||fn||p < ∞. La śerie∑

n fn est alors presque partout absolument convergente, et convergente dansLp, et on a

||
∑
n

fn||p ≤
∑
n

||fn||p. (15)

Voici quelques commentaires sur la signification de ceténonće. D’abord, dire que la série
∑
n fn est p.p. absolument

convergente signifie que pour toutx en dehors d’un ensemble négligeableN on a
∑
n |fn(x)| < ∞, donc la śerie

numérique
∑
n fn(x) converge pour ces valeurs dex. La convergence dansLp signifie que les fonctionsgn =

∑n
i=1 fi

convergent dansLp vers une limiteg. En vertu du corollaire11, on a doncg(x) =
∑
n fn(x) pour toutx en dehors d’un

ensemble ńegligeable, et il est alors naturel de noter
∑
n fn la fonctiong.

Preuve. Posons comme ci-dessusgn =
∑n
i=1 fi, et aussihn =

∑n
i=1 |fi| et h = limn ↑ hn. Supposons d’abord

p = ∞. Il existe un ensemble négligeableN tel que six ∈ N c on a |fn(x)| ≤ ||fn||∞. Donc six ∈ N c on a
h(x) ≤

∑
n ||fn||∞ <∞, donc la śerie

∑
n fn(x) est absolument convergente et sa sommeg(x) vérifie |g(x)−gn(x)| ≤∑

m>n ||fm||∞ : toutes les assertions sont alorsévidentes.
Supposons ensuitep < ∞. D’après l’inégalit́e triangulaire et (12) on a||hn||p ≤

∑n
i=1 ||fi||p ≤ a, si a désigne la

sommea =
∑
n ||fn||p, qui est finie par hypoth̀ese. D’apr̀es le th́eor̀eme de limite monotone, on a∫

hpdµ = lim
n
↑
∫
hpndµ = lim

n
↑ ||hn||pp ≤ ap.

On en d́eduit quehp, étantµ-intégrable, estµ-p.p. finie, et il en est́evidemment de m̂eme deh. En d’autres termes la
série nuḿerique

∑
n fn(x) est absolument convergente, et a fortiori convergente, sur l’ensemble{x : h(x) < ∞} dont

le compĺementaire est ńegligeable.
Posonsg(x) =

∑
n fn(x) pour tout pointx tel que la śerie soit absolument convergente, et (de manière arbitraire)

g(x) = 0 ailleurs. On a bien-ŝur |g| ≤ h, donc
∫
|g|pdµ ≤

∫
hpdµ ≤ ap d’apr̀es ce qui pŕec̀de : on en d́eduit queg ∈ Lp

et qu’on a (15).
Il resteà montrer quegn →Lp

g. Sih(x) <∞, on ag(x)− gn(x) =
∑∞
i=n+1 fi, de sorte qu’en appliquant (15) à la

série commençant̀a l’indicen+ 1 (au lieu de1), on obtient||g − gn||p ≤
∑∞
i=n+1 ||fi||p. Cette dernìere quantit́e est le

reste d’une śerie nuḿerique convergente, donc tend vers0 : cela ach̀eve la d́emonstration.�

Passons enfin au troisième et dernier résultat important. Rappelons qu’un espace métrique estcompletsi toute suite
de Cauchy converge: cela signifie que, avecd désignant la distance, toute suite(xn) de points v́erifiantd(xn, xm) → 0
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lorsquen etm tendent vers l’infini est convergente (inversement, une suite convergente est toujours une suite de Cauchy,
que l’espace soit complet ou non). Un espace vectoriel normé complet est appeléespace de Banach.

Théorème 13 Sip ∈ [1,∞], l’espace(Lp, ||.||p) est un espace de Banach.

Compte tenu du th́eor̀eme9, il suffit d’appliquer la proposition12et le lemme ǵeńeral suivant :

Lemme 14 SoitF un espace vectoriel norḿe, de norme||.||. Si toute śerie
∑
n un vérifiant

∑
n ||un|| <∞

converge dansF (i.e., les sommes partiellesvn =
∑
i≤n ui vérifient||vn−v|| → 0 pour un certainv ∈ F ),

alorsF est un espace de Banach.

Preuve. Soit (un)n≥1 une suite de Cauchy. Pour toutk ∈ IN on notepk le plus petit entier tel que||un − um|| ≤ 2−k

pour tousn,m ≥ pk : d’apr̀es la d́efinition des suites de Cauchy,pk existe, et on áevidemmentpk ≤ pk+1.
Posons alorsw0 = up0 etwk = upk

− upk−1 pourk ≥ 1. On a||w0|| < ∞, et ||wk|| ≤ 2−(k−1) pourk ≥ 1 par

définition depk−1 et le fait quepk ≥ pk−1. Par suite
∑
k≥0 ||wk|| < ∞, et l’hypoth̀ese implique queupk

=
∑k
i=0 wi

converge (en norme) vers une limitew.
Enfin, on a

n ≥ pk ⇒ ||un − w|| ≤ ||un − upk
||+ ||upk

− w|| ≤ 2−k + ||upk
− w||.

Comme||upk
− w|| → 0 quandk →∞, on en d́eduit que||un − w|| → 0 quandn→∞, d’où le ŕesultat.�

5.3 L’espaceL2 et les espaces de Hilbert

3-1)SoitH un espace vectoriel (réel). Unproduit scalaireest une application deH ×H dansIR, not́ee(u, v) 7→ 〈u, v〉,
qui vérifie

(i) 〈u, u〉 ≥ 0 (positivité),

(ii) 〈u, v〉 = 〈v, v〉 (symétrie),

(iii) u 7→ 〈u, v〉 est lińeaire.

 (16)

On dit aussi que〈., .〉 est uneforme bilińeaire syḿetrique positive. Elle est ditestrictement positivesi au lieu de (i) on a

(i’) u 6= 0 ⇒ 〈u, u〉 > 0. (17)

Lorsque on a (17), on dit que l’espaceH muni du produit scalaire〈., .〉 est unespace pŕe-hilbertien.

Lemme 15 a) Si〈., .〉 est un produit scalaire, l’applicationu 7→ ||u|| = 〈u, u〉1/2 vérifie (ii) et (iii) de (2),
et on a l’inégalit́e de Schwarz :|〈u, v〉| ≤ ||u|| ||v||.
b) Si de plus on a (17), l’applicationu 7→ ||u|| est une norme.

Preuve. (16) implique que pour toutx ∈ IR :

0 ≤ 〈u+ xv, u+ xv〉 = x2||v||2 + 2x〈u, v〉+ ||u||2.

Le membre de droite est un trinôme du second degré qui est toujours positif, donc son discriminant〈u, v〉2 − ||u||2||v||2
est ńegatif ou nul : on en d́eduit l’inégalit́e de Schwarz. En particulier six = 1 on obtient

||u+ v||2 = ||v||2 + 2〈u, v〉+ ||u||2 ≤ ||v||2 + 2||u|| ||v||+ ||v||2 = (||u||+ ||v||)2,

de sorte que||.|| vérifie l’inégalit́e triangulaire. L’homoǵeńeité de ||.|| est évidente, ainsi que la condition (i) de (2)
lorsqu’on a (17). �

60



www.L es-M athematiques.net

Définition 16 Un espace de Hilbertest un espace vectoriel muni d’un produit scalaire vérifiant (17), et
qui muni de la norme associée comme ci-dessus est un espace complet.

Exemple : L’espaceIRd muni du produit scalaire usuel (qui au couplex = (xi)1≤i≤d, y = (yi)1≤i≤d associe〈x, y〉 =∑d
i=1 xiyi), est un espace de Hilbert. La norme associée est la norme euclidienne usuelle.

3-2)Nous en venons maintenantà un th́eor̀eme tr̀es important :

Théorème 17 L’espaceL2 = L2(E, E , µ) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

〈f, g〉 =
∫

(fg)dµ, (18)

et la norme associée est la norme||.||2. En outre, on a l’ińegalit́e de Cauchy-Schwarz :

||fg||1 ≤ ||f ||2||g||2. (19)

Preuve. Comme|fg| ≤ f2 + g2, on voit en premier lieu que sif, g ∈ L2 alorsfg ∈ L1, de sorte que la formule
(18) a un sens. Il est imḿediat (̀a cause de la lińearit́e et de la positivit́e de l’int́egrale) que〈., .〉 vérifie (16), et aussi que
〈f, f〉 = ||f ||22. On a donc (17), grâceà (3). On a vu au th́eor̀eme13 que(L2, ||.||2) est complet, donc c’est un espace
de Hilbert. Enfin (19) n’est autre que l’ińegalit́e de Schwarz appliquée aux fonctions|f | et |g|, pour le produit scalaire
ci-dessus (c’est aussi un cas particulier de l’inégalit́e de Ḧolder). �

Lorsquefn →L2
f on dit aussi quefn converge versf en moyenne quadratique.

Corollaire 18 a) Sifn →L2
f etgn →L2

g, on afngn →L1
fg.

b) Siµ est une mesure finie, on aL2 ⊂ L1 et l’injection canonique deL2 dansL1 est continue, et on a

f ∈ L2 ⇒ ||f ||1 ≤
√
µ(E)||f ||2. (20)

Preuve. a) On afngn − fg = (fn − f)g + f(gn − g) + (fn − f)(gn − g), donc

||fngn − fg||1 ≤ ||(fn − f)g||1 + ||f(gn − g)||1 + ||(fn − f)(gn − g)||1

≤ ||fn − f ||2||g||2 + ||f ||2||gn − g||2 + ||fn − f ||2||gn − g||2

en utilisant (19). On d́eduit alors||fngn − fg||2 → 0 des hypoth̀eses.
b) On a d́ejà vu l’inclusionL2 ⊂ L1 (lemme5), et la continuit́e de l’injection canonique d́ecoule de (20), qui elle-

même ŕesulte de (19) appliqúeeàf et àg = 1. �

3-3) Géométrie des espaces de Hilbert.Dans ce sous-paragraphe, on considère un espace de HilbertH, muni du produit
scalaire〈., .〉 et de la norme associée||.||. Nous allons donner quelqueséléments sur la “ǵeoḿetrie” deH : il faut bien-ŝur
penser̀a l’exemple fondamental d’espace de HilbertH = IRd donńe apr̀es la d́efinition 19 : les principales propriét́es de
la géoḿetrie euclidienne se transposent aux espaces de Hilbert sans modification.

Un élément deH sera appelé souvent un “vecteur”. Rappelons queun → u (sous-entendu : dansH) si ||un−u|| → 0 ;
rappelons aussi (cf. après (11)) que siun → u on a||un|| → ||u||, c’est à dire que l’applicationu 7→ ||u|| deH dans
IR+ est continue. Plus géńeralement l’application(u, v) 7→ 〈u, v〉 deH ×H dansIR est aussi continue : siun → u et
vn → v, on a〈un, vn〉 → 〈u, v〉 (cela se d́emontre exactement comme la partie (a) du corollaire18).
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Commençons par la notion d’orthogonalité :

Définition 19 Deux vecteursu et v deH sont ditsorthogonauxsi 〈u, v〉 = 0 (on écrit aussiu ⊥ v). Si
K est une partie deH on appelleorthogonaldeK, et on noteK⊥, l’ensemble des vecteursu ∈ H qui
sont orthogonaux̀a tous les vecteurs deK. Deux partiesK etL deH sont ditesorthogonalessiK ⊂ L⊥

(⇔ L ⊂ K⊥). �

Le résultat suivant est très intuitif en dimension finie (faire, par exemple, un dessin dans le cas de la dimension2).

Proposition 20 a) L’orthogonalK⊥ de toute partieK deH est un sous-espace vectoriel fermé deH, et
est donc lui-m̂eme un espace de Hilbert(fermé signifie que la limite d’une suite quelconque de vecteurs de
K⊥ appartient aussìaK⊥).
b) (Théor̀eme de projection)Si K est une partie convexe fermée deH (cf. avant le lemme6 pour la
définition de la convexit́e), et siu ∈ H, il existe un vecteur et un seul, notéΠKu deK et appeĺeprojection
orthogonaledeu surK, qui minimise l’applicationv 7→ ||v − u|| surK. On aΠKu = u si u ∈ K.

Preuve. a) Pour tousu, v ∈ K⊥ et a ∈ IR on a 〈au,w〉 = a〈u,w〉 = 0 et 〈u + v, w〉 = 〈u,w〉 + 〈v, w〉 = 0 si
w ∈ K : par suiteau etu + v sont dansK⊥, qui est donc un espace vectoriel. Siun → u etun ∈ K⊥ etw ∈ K on a
〈u,w〉 = limn〈un, w〉 = 0 : doncu appartient̀aK⊥, qui est donc ferḿe. Enfin la restriction du produit scalaireàK⊥ est
encore un produit scalaire, et si(un)n≥1 est une suite de Cauchy dansK⊥, c’est aussi une suite de Cauchy dansH, donc
elle converge vers une limiteu qui appartient̀aK⊥ d’apr̀es ce qui pŕec̀ede : cela prouve queK⊥ est aussi un espace de
Hilbert.

b) Soita = infv∈K ||v − u||. Il existe une suite(vn)n≥1 dansK telle que||vn − u|| → a. Montrons que cette suite
est de Cauchy. En effet, il est facile de voirà partir de (16) et de||w||2 = 〈w,w〉 que ||w + w′||2 + ||w − w′||2 =
2||w||2 + 2||w′||2. Donc

||vn + vm − 2u||2 + ||vn − vm||2 = 2||vn − u||2 + ||vm − u||2.

Par ailleurs la convexité deK implique 1
2 (vn + vm) ∈ K, donc||vn + vm − 2u||2 = 4|| 12 (vn + vm)− u||2 ≥ 4a2, et il

vient
||vn − vm||2 ≤ 2||vn − u||2 + 2||vm − u||2 − 4a2.

Comme||vn − u||2 → a2 on en d́eduit que||vn − vm||2 → 0 lorsquen etm tendent vers∞ : la suite(vn) est donc de
Cauchy, de sorte qu’elle converge vers une limitev qui vérifie ||v − u|| = limn ||vn − u|| = a, et qui appartient̀aK
puisqueK est ferḿe.

Il resteà montrer l’unicit́e dev. Si v′ ∈ K vérifie également||v′ − u|| = a, posonsv′2n = v et v′2n+1 = v′. On a
||v′n − u|| = a pour toutn, donc d’apr̀es ce qui pŕec̀ede la suite(v′n) est une suite de Cauchy, qui converge ; comme elle
admet les deux points limitev etv′, il faut donc quev′ = v. Enfin siu ∈ K, il est clair quev = uminimisev 7→ ||v−u||
surK. �

Proposition 21 SoitK un sous-espace vectoriel fermé deH.
a) ΠKu est l’unique vecteurv deK tel queu− v ∈ K⊥.
b) ΠK est une application lińeaire continue, contractant la norme (i.e.||ΠKu|| ≤ ||u||). Son image estK
et son noyau estK⊥, et on l’appelle l’oṕerateur projection (orthogonale) surK.
c) Tout vecteuru deH se d́ecompose de manière unique en une sommeu = v+w avecv ∈ K etw ∈ K⊥,
et on av = ΠKu etw = ΠK⊥u (donc les sous-espacesK etK⊥ sont suppĺementaires dansH).
d) On a(K⊥)⊥ = K.

Preuve. a) Soitv = ΠKu. Pour toutw ∈ K et toutx ∈ IR on av + xw ∈ K, donc

||v + xw − u||2 = ||v − u||2 + 2x〈w, v − u〉+ x2||w||2 ≥ ||v − u||2

pour toutx ∈ IR, ce qui n’est possible que si〈w, v − u〉 = 0 : cela montre quev − u ∈ K⊥. Si v′ ∈ K vérifie aussi
v′ − u ∈ K⊥, le vecteurv − v′ està la fois dansK et dansK⊥ ; étant orthogonal̀a lui-même, il est nul (par (17)).
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b) Le fait queΠK soit une application lińeaire d́ecoule imḿediatement de la caractérisation (a). Il est clair que l’image
deH parΠK est contenue dansK, et commeΠKu = u si u ∈ K, elle est exactementK. D’après (a) on aΠKu = 0
si et seulement siu ∈ K⊥, donc cet ensemble est le noyau deΠK . Enfin, toujurs d’apr̀es (a), on au = v + w avec
v = ΠKu etw ⊥ v, de sorte que||u||2 = ||v||2 + ||w||2 et ||ΠKu||2 ≤ ||u||2 : ainsi,ΠK est une contraction, et est donc
en particulier continue.

c) On a vu ci-dessus queu = v + w avecv = ΠKu etw ∈ K⊥. CommeK⊥ est aussi un sous-espace vectoriel
fermé, et commeu−w ∈ K et que tout vecteur deK est orthogonal̀aK⊥ (propríet́eévidente), la caractérisation (a) pour
ΠK⊥ implique quew = ΠK⊥u. Si u = v′ + w′ est une autre d́ecomposition avecv′ ∈ K etw′ ∈ K⊥, par différence
v − v′ = w′ − w est dansK ∩K⊥, et on a d́ejà vu que cela impliquev − v′ = 0 : on a donc achev́e de prouver (c).

(d) On a d́ejà vu queK ⊂ (K⊥)⊥, et l’inclusion inverse d́ecoule de (c).�

SoitK une partie deH. L’espace vectorielengendŕeparK, et not́ee(K), est le plus petit espace vectoriel contenant
K (il existe, car d’une partK ⊂ H, d’autre part une intersection quelconque d’espaces vectoriels est un espace vectoriel).
Noter que, de manièreévidente,e(K) est ausi l’ensemble des combinaisons linéaires finies de vecteurs deK.

La fermeture dee(K) (i.e. l’ensemble des limites des suites convergentes de vecteurs dee(K)) est encore clairement
un espace vectoriel, appelé l’espace vectoriel ferḿe engendŕe parK. Enfin, on dit queK est totaldansH si l’espace
vectoriel ferḿe engendŕe parK égaleH.

Corollaire 22 Une partieK deH est totale si et seulement siK⊥ = {0}.

Preuve. SoitH ′ l’espace vectoriel ferḿe engendŕe parK. Il est évident queH ′⊥ ⊂ K⊥. Si u ∈ K⊥, alorsu est aussi
orthogonalà tous leśeléments dee(K) (utiliser (16)-(iii)) ; si alors v ∈ H ′ il existe desvn ∈ e(K) avecvn → v, et
comme〈u, vn〉 = 0 pour toutn on a aussi〈u, v〉 = 0 et par suiteu ∈ H ′⊥ : on a doncH ′⊥ = K⊥. CommeH ′ = H
équivautàH ′⊥ = {0} par (c) de la proposition21, on a le ŕesultat.�

Le second sujet important est celui de la dualité. Rappelons que si(F, ||.||) est un espace vetoriel normé, sondual
est l’ensembleF ′ des applications lińeairesψ : F 7→ IR telles que|ψ(u)| ≤ C||u|| pour toutu ∈ F , pour une certaine
constanteC (cette dernìere propríet́e est en fait́equivalentèa la continuit́e deψ). Il est clair queF ′ est un espace vectoriel,
qu’on munit d’une norme||.||′ définie ainsi :

||ψ||′ = sup(|ψ(u)| : u ∈ F, ||u|| ≤ 1) = sup(
|ψ(u)|
||u||

: u ∈ F, u 6= 0). (21)

Lorsque(F, ||.||) est un espace de Banach, on peut montrer qu’il en est de même de(F ′, ||.||′).

Théorème 23 SoitH un espace de Hilbert. On peut identifier le dual(H ′, ||.||′) avec(H, ||.||), en associant
à toutv ∈ H l’application linéaireψv définie parψv(u) = 〈u, v〉.

Preuve. Si v ∈ H l’applicationψv définie ci-dessus est linéaire continue et v́erifie ||ψv||′ ≤ ||v|| d’apr̀es l’inégalit́e de
Schwarz. Commeψv(v) = 〈v, v〉 = ||v||2, (21)) implique ||ψv||′ = ||v||. Remarquer aussi que siψv = ψv′ , le vecteur
v − v′ est orthogonal̀a toutu ∈ H, donc orthogonal en particulierà lui-même, de sorte quev = v′.

Il resteà montrer qu’inversement, siψ ∈ H ′ il existe unv ∈ H tel queψ = ψv. Siψ = 0, v = 0 répondà la question.
Supposons donc queψ 6= 0. Le noyauK deψ est un sous-espace vectoriel deH, fermé à cause de la continuité deψ, et
K⊥ n’est pas ŕeduità{0} (sinon on auraitK = H d’apr̀es le corollaire22, doncψ = 0). Soit alorsw ∈ K⊥, w 6= 0, de
sorte queψ(w) 6= 0. Posonsv = ψ(w)

||w|| w.

Pour toutu ∈ H on poseu′ = u− ψ(u)
ψ(w)w. On aψ(u′) = 0, doncu′ ∈ K, donc〈u′, v〉 = 0 et

〈u′, v〉 = 〈u, v〉 − ψ(u)
ψ(w)

〈w, v〉 = 〈u, v〉 − ψ(u)

est donc nul : par suiteψ(u) = 〈u, v〉 = ψv(u). �

Le troisìeme sujet important est celui des bases orthonormales. Commençons par une définition :
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Définition 24 Un syst̀eme orthonormalest une famille(ui)i∈I de vecteurs de l’espace de HilbertH qui
vérifie 〈ui, uj〉 = 0 si i 6= j et 〈ui, ui〉 = 1. Unebase orthonormaleest un syst̀eme orthonormal total dans
H. �

D’après le corollaire22, un syst̀eme orthonormal(ui)i∈I est une base si et seulement si

〈v, ui〉 = 0 ∀i ∈ I ⇒ v = 0. (22)

Attention : une base orthonormale n’est pas une base “algébrique”, au sens òu tout vecteur serait une combinaison
linéaire finie de vecteurs de la base, sauf bien-sûr siH est de dimension finie.

Soit (ui)1≤i≤d un syst̀eme orthonormal fini, etK l’espace vectoriel ferḿe qu’il engendre.K contientévidemment
l’ensemble des combinaisons linéaires finiesu =

∑d
i=1 aiui (ai ∈ IR) et, comme ce dernier ensemble està l’évidence

fermé il est en fait́egalàK. Noter que siu =
∑d
i=1 aiui etv =

∑d
i=1 biui, alors

〈u, v〉 =
∑

1≤i≤d,1≤j≤d

aibj〈ui, uj〉 =
d∑
i=1

aibi.

Ainsi,K peutêtre identifíe à l’espaceIRd muni de la norme euclidienne, par la correspondanceu↔ (ai)1≤i≤d. Cela se
géńeralise :

Proposition 25 Soit (un)n∈IN un syst̀eme orthonormal d́enombrable, etK l’espace vectoriel ferḿe en-
gendŕe par ce syst̀eme.
a)K est isomorphe, en tant qu’espace de Hilbert,à l’espacè 2 des suites ŕeellesa = (an)n∈IN telles que∑
n(an)

2 < ∞. Plus pŕeciśement sia = (an) est dans̀ 2, la śerie
∑
n anun converge dansH et d́efinit

un vecteuru(a) deK ; l’application a 7→ u(a) est lińeaire bijective dè 2 dansK et pŕeserve le produit
scalaire (donc la norme, donc elle est continue ainsi que son inverse) :

〈
∑
n

anun,
∑
n

bnun〉 =
∑
n

anbn. (23)

b) Si u ∈ H et an = 〈u, un〉, alors a = (an)n∈IN appartientà `2 et on a
∑
n anun = ΠKu, et en

particulier ∑
n

〈u, u2
n〉 ≤ ||u||2, (24)

avecégalit́e si et seulement siu ∈ K.

Commençons par un lemme, qui a un intér̂et propre :

Lemme 26 Si (vn)n∈IN est une suite de vecteurs deux-à-deux orthogonaux, la série
∑
n vn converge dans

H si et seulement si
∑
n ||vn||2 <∞, et on a alors

||
∑
n

vn||2 =
∑
n

||vn||2. (25)

Preuve. Soitwn =
∑n
i=0 vi etSn =

∑n
i=0 ||vi||2. Sin < m on a

||wm − wn||2 = 〈
m∑

i=n+1

vi,
m∑

i=n+1

vi〉 =
∑

n<i,j≤m

〈vi, vj〉 =
m∑

i=n+1

||vi||2 = Sm − Sn

puisque〈vi, vj〉 = 0 si i 6= j. La suite(wm) converge dansH si et seulement si elle est de Cauchy, donc d’après ce qui
préc̀ede si et seulement si la suite(Sn)n est de Cauchy dansIR, donc si et seulement si

∑
i ||vi||2 < ∞. Enfin sous ces
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conditions, on notew la limite de la suite(wn) ; exactement comme ci-dessus on a||wn||2 = Sn, et en passantà la limite
on obtient (25). �

Preuve de la proposition25. a) Soit a = (an) ∈ `2. Comme||anun|| = an, le lemme26 entraine que la śerie∑
n anun converge, et on noteu(a) sa somme. Il est clair queu(a) ∈ K, et quea 7→ u(a) est lińeaire. (25) implique

||u(a)|| = ||a||2 (on note||.||2 et 〈., .〉2 la norme et le produit scalaire de`2). On a〈u, v〉 = 1
2

(
||u+ v||2 + ||u− v||2

)
,

et une relation analogue entre||.||2 et 〈., .〉2 : donc l’application lińeairea 7→ u(a), qui pŕeserve la norme, préserve aussi
le produit scalaire, et on a (23). Enfin, l’imageK ′ de`2 est un espace vectoriel contenant lesun et contenu dansK ; si
vn ∈ K ′ etvn → v, alors(vn) est une suite de Cauchy dansH, donc les inversesu−1(vn) forment une suite de Cauchy
dans`2, convergeant donc vers une limitea, et évidemmentv = u(a) : ainsiK ′ est ferḿe, doncK ′ = K et u(.) est
bijective dè 2 dansK.

b) Soitu ∈ H et v = ΠKu. Il existea = (an) ∈ `2 avecv =
∑
n anun et ||a||2 = ||v||. Si vn =

∑n
i=0 aiui, on

a 〈vn, um〉 = am si n ≥ m, et commevn → v on en d́eduit queam = 〈v, um〉 pour toutm. Pour terminer il suffit de
remarquer que||u||2 = ||v||2 + ||u − v||2 (“théor̀eme de Pythagore”), donc||u|| ≥ ||v||, avecégalit́e si et seulement si
u = v, donc si et seulement siu ∈ K. �

Revenons pour terminerà l’espaceL2 = L2(E, E , µ). On peut́enoncer le th́eor̀eme23dans ce cadre, ce qui donne :

Théorème 27 L’espaceL2 est son propre dual, ce qui revientà dire qu’à toute application lińeaire continue
ψ deL2 dansIR on peut associer une fonctiong ∈ L2 telle queψ(f) =

∫
fgdµ pour toutef ∈ L2.

On a aussi le th́eor̀eme suivant, que nousénonçons sans démonstration :

Théorème 28 Siµ une mesureσ-finie sur(E, E) = (IRd,Rd), l’espaceL2 admet une base orthonormale
dénombrable.

Un exemple de base orthonormale :Supposons queE = [0, 1] soit muni de la tribu boŕelienneE et de la mesure de
Lebesgueλ. La suite de fonctions ci-dessous constitue une base orthonormale deL2, appeĺee labase de Haar:

fn(x) =

{
1 si k2−n ≤ x < (k + 1)2−n pour unk impair

−1 si k2−n ≤ x < (k + 1)2−n pour unk pair.

5.4 Le théorème de Radon-Nikodym

Nous commençons ce paragraphe par quelques compléments sur les mesures avec densité par rapport̀a une mesure
donńee. L’espace(E, E) est fix́e. Rappelons que siµ est une mesure sur(E, E) et sif etf ′ sont deux fonctions mesurables
à valeurs dans[0,∞], les deux mesuresf • µ et f ′ • µ sontégales d̀es quef = f ′ µ-p.p. Ce qui suit est une série de
variations sur la ŕeciproque de ce résultat.

Lemme 29 Siµ est une mesureσ-finie et sif est une fonction mesurableà valeurs dans[0,∞], la mesure
ν = f • µ estσ-finie si et seulement sif estµ-presque partout finie(on a alors aussiν = f ′ • µ avec la
fonction finief ′ = f1{f<∞}).

Preuve. Si ν est σ-finie il existe une suite(En)n≥1 d’ensembles mesurables croissant versE et avecν(En) =∫
(f1En

)dµ <∞. Par le corollaire9 on af1En
<∞ µ-p.p., et commeEn ↑ E on en d́eduit quef <∞ µ-p.p.

Supposons inversement quef < ∞ µ-p.p. On poseF0 = {f = ∞} et, pourn ≥ 1, Fn = F0 ∪ {f ≤ n}. LesFn
sont mesurables et croissent versE. Par hypoth̀ese il existe aussi une suite(Gn)n∈IN d’ensembles mesurables croissant
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versE et tels queµ(Gn) <∞. La suiteEn = Fn ∩Gn crôıt versE, et

ν(En) =
∫

(f1F0∩Gn
)dµ+

∫
(f1{f≤n}∩Gn

)dµ ≤ 0 + nµ(Gn) < ∞

puisqueµ(F0) = 0 : doncν estσ-finie. �

Lemme 30 Soitµ une mesure sur(E, E) etf etf ′ deux fonctions mesurables.
a) Si les fonctionsf et f ′ sont positives, et si les mesuresf • µ et f ′ • µ sont égales etσ-finies, on a
f = f ′ µ-p.p.
b) Si les fonctionsf et f ′ sontµ-intégrables et si

∫
A
fdµ =

∫
A
f ′dµ pour toutA dans une classeC de

parties mesurables qui est stable par intersection (A,B ∈ C ⇒ A ∩ B ∈ C), qui contient une suite
(En)n≥1 croissant versE, et qui engendre la tribuE . Alorsf = f ′ µ-p.p.
c) Si

∫
A
fdµ ≥ 0 pour toutA ∈ E , on af ≥ 0 µ-p.p.

Preuve. a) Soitν = f • µ = f ′ • µ, et (En)n≥1 une suite d’ensembles mesurables croissant versE avecν(En) < ∞.
Si A = {f < f ′} on a

∫
A∩En

fdµ =
∫
A∩En

f ′dµ < ∞, de sorte que
∫

(f ′ − f)1A∩En
dµ = 0 et comme l’int́egrand

est positif ou nul on d́eduit de la proposition 3-11 que(f ′ − f)1A∩En = 0 µ-p.p. On en d́eduit quef ′ ≤ f µ-p.p. sur
chaqueEn, donc aussi surE. On montre de m̂eme quef ≤ f ′ µ-p.p., donc finalementf = f ′ µ-p.p.

b) Posonsν+ = f+ • µ, ν− = f− • µ, ν′+ = f ′+ • µ et ν′− = f ′− • µ. Ces quatre mesures sont finies (carf et f ′

sont int́egrables), et l’hypoth̀ese implique queν+(A) + ν′−(A) = ν−(A) + ν′+(A) pour toutA ∈ C : Le théor̀eme 4-1
entraine alors queν+ + ν′− = ν− + ν′+, et (a) impliquef+ + f ′− = f− + f ′+ µ-p.p., donc aussif = f ′ µ-p.p.

c) SiA = {f < 0} on a
∫

(f1A)dµ ≥ 0 etf1A ≥ 0, ce qui impliquef1A = 0 µ-p.p. : par suitef ≥ 0 µ-p.p. �

Remarque :Le résultat (a) ci-dessus est en défaut sans l’hypoth̀ese deσ-finitude. Si par exempleµ(A) = ∞ siA 6= ∅ et
µ(∅) = 0 la mesuref • µ égaleµ lorsquef > 0 partout.

Nous allons maintenant utiliser le théor̀eme27 pour montrer un ŕesultat tr̀es utile dans les applications. L’espace
mesurable(E, E) est toujours fix́e.

Définition 31 Soitµ etν deux mesures sur(E, E). On dit queν est absolument continue par rapportàµ si
tout ensembleµ-négligeable est aussiν-négligeable.

Théorème 32 Soit µ et ν deux mesuresσ-finies sur(E, E). La mesureν est absolument continue par
rapport à µ si et seulement si elle est de la formeν = f • µ pour une fonction mesurablef à valeurs dans
IR+.

Ce th́eor̀eme est appelé THEOREME DE RADON-NIKODYM. La condition suffisante estévidente : si en effet
A ∈ E vérifieµ(A) = 0, la fonctionf1A estµ-presque partout nulle, et commeν(A) =

∫
(f1A)dµ on a aussiν(A) = 0.

Pour la ŕeciproque, nous commençons par un lemme :

Lemme 33 Siµ etν sont deux mesuresσ-finies telles queν(A) ≤ µ(A) pour toutA, il existe une fonction
f mesurable,̀a valeurs dans[0, 1], telle queν = f • µ.

Preuve. a) Supposons d’abord queµ soit une mesure finie. On noteL2 = L2(E, E , µ), avec sa norme||.||2. Remarquons
que sig est mesurable positive, on a

∫
gdν ≤

∫
gdµ (c’est vrai par hypoth̀ese pour les indicatrices, donc par linéarit́e

pour les fonctionśetaǵees, donc par limite monotone pour les fonctions mesurables positives). Si doncg ∈ L2, on a∫
|g|dν ≤

∫
|g|dµ ≤

√
µ(E)||g||2 (appliquer (20)). Par suiteψ(g) =

∫
gdν est une application, clairement linéaire,

deL2 dansIR, et |ψ(g)| ≤
√
µ(E)||g||2 : par suiteψ est unélément du dual deL2, et d’apr̀es le th́eor̀eme27 il existe

f ∈ L2 tel que
∫
gdν = ψ(g) =

∫
fgdµ : en particulierν(A) =

∫
A
fdµ pourA ∈ E ; d’apr̀es le lemme30 on peut
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choisirf ≥ 0 et on aν = f • µ. Enfin
∫
A
(1− f)dµ = µ(A)− ν(A) ≥ 0 pour toutA ∈ E , et le lemme30-(c) entraine

f ≤ 1 µ-p.p., de sorte qu’on peut choisirf à valeurs dans[0, 1].

b) Passons au cas géńeral. Il existe une partition mesurable(En)n≥1 de E telle queµ(En) < ∞ pour toutn.
Notonsµn et νn les restrictions deµ et ν àEn (rappelons par exemple queµn(A) = µ(A ∩ En)). On aévidemment
νn(A) ≤ µn(A) pour toutA, donc (a) implique queνn = fn • µn pour une fonctionfn à valeurs dans[0, 1] : il resteà
poserf =

∑
n fn1En

pour obtenir le ŕesultat.�

Preuve du théorème32. Soit η = µ + ν, qui est aussi une mesureσ-finie. On aµ(A) ≤ η(A) et ν(A) ≤ η(A) pour
toutA ∈ E , donc il existe deux fonctionsg et h à valeurs dans[0, 1] telles queµ = g • η et ν = h • η, en vertu du
lemme ci-dessus. Nous allons montrer que la fonctionf qui vauth/g sur l’ensembleB = {g > 0} et0 surBc répondà
la question.

D’abord,µ(Bc) =
∫
g1Bcdη = 0, puisqueg1Bc = 0, doncν(Bc) = 0 puisqueν est absolument continue par

rapportàµ. Donc siA ∈ E , la proposition 3-15 implique :

ν(A) = ν(A ∩Bc) =
∫

(h1A∩Bc)dη =
∫

(fg1A)dη =
∫

(f1A)dµ,

et le ŕesultat s’ensuit.�

5.5 La dualité des espacesLp

La question du dual deL2 a ét́e ŕegĺee au th́eor̀eme27, et ici nous allons d́ecrire celui deLp pour les autres valeurs
finies dep. Encore une fois, l’espace mesuré (E, E , µ) est fix́e.

Si p, q ∈ [1,∞] vérifient 1
p + 1

q = 1, et sig ∈ Lq, en vertu de l’ińegalit́e de Ḧolder on peut poser pourf ∈ Lp :

ψg(f) =
∫

(fg)dµ, (26)

ce qui d́efinit une application lińeaire continue surLp, donc unélément du dual(Lp)′ dont la norme v́erifie ||ψg||′p ≤
||g||q. En fait, on a bien mieux, du moins sip <∞ :

Théorème 34 Soitp ∈ [1,∞[ et q ∈]1,∞] tels que1
p + 1

q = 1, et supposonsµ σ-finie. On peut identifier
le dual de(Lp, ||.||p) à l’espace(Lq, ||.||q), en associant̀a touteg ∈ Lq l’application ψg définie par (26)
(et en particulier on a||ψg||′p = ||g||q).

Preuve. a) Commeµ estσ-finie, il existe une partition mesurable(En)n≥1 deE telle quean = µ(En) <∞. La fonction
h =

∑
n

1
n2(1+an)1En

est mesurable strictement positive, et
∫
hpdµ =

∑
n

1
n2p(1+an)pµ(En) ≤

∑
n≥1

1
n2p <∞. Donc

la mesureη = hp • µ est une mesure finie.

b) Soit maintenantψ un élément du dual deLp, de norme||ψ||′p = a. Commeh ∈ Lp, on a a fortiorih1A ∈ Lp pour
A ∈ E , doncψ(h1A) est bien d́efinie, et il vient

|ψ(h1A)| ≤ a||h1A||p = a

(∫
hp1Adµ

)1/p

= aη(A)1/p. (27)

Pour toutA ∈ E on noteJ A la classe des partitions finiesE-mesurables deA. SiA = (Ai)1≤i≤n ∈ J A, on pose

γ+(A,A) =
n∑
i=1

ψ(h1Ai)
+, γ−(A,A) =

n∑
i=1

ψ(h1Ai)
−

ν+(A) = sup(γ+(A,A) : A ∈ J A), ν−(A) = sup(γ−(A,A) : A ∈ J A).

Si εi = 1 lorsqueψ(h1Ai
) > 0 et εi = 0 sinon, on a aussiγ+(A,A) =

∑n
i=1 εiψ(h1Ai

) = ψ(
∑n
i=1(hεi1Ai

)), donc
γ+(A,A) ≤ a||h

∑n
i=1 εi1Ai

||p ≤ a||h1A||p, donc

ν+(A) ≤ aη(A)1/p, (28)
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et de m̂eme pourν−. Enfin, on aγ+(A,A) − γ−(A,A) =
∑n
i=1 ψ(h1Ai

) = ψ(h1A), doncγ+(A,A) = γ−(A,A) +
ψ(h1A) et on en d́eduit

ψ(A) = ν+(A)− ν−(A). (29)

c) Montrons maintenant queν+ est une mesure (nécessairement finièa cause de (28)). D’abordν+(∅) = 0 estévident.
Ensuite, soitB,C deux ensembles mesurables disjoints ; la réunion d’une partition dansJ B et d’une partition dansJ C

étant une partition dansJ B∪C , on a clairementν+(B∪C) ≥ ν+(B)+ν+(C). A l’inverse, siA = (Ai)1≤i≤n ∈ J B∪C ,
les(Bi = Ai ∩B)1≤i≤n et (Ci = Ai ∩C)1≤i≤n sont dansJ B etJ C respectivement. Comme(x+ y)+ ≤ x+ + y+, il
vient :

γ+(B ∪ C,A) =
n∑
i=1

(ψ(h1Bi) + ψ(h1Ci))
+ ≤

n∑
i=1

(
ψ(h1Bi)

+ + ψ(h1Ci)
+
)
≤ ν+(B) + ν−(C)

et doncν+(B ∪ C) ≤ ν+(B) + ν+(C) : on en d́eduit queν+ est additive.
Pour montrer laσ-additivité, soit(Bn)n≥1 une suite d’ensembles mesurables deux-à-deux disjoints. On poseCn =

∪ni=1Bi, qui crôıt versC = ∪nBn, et soitC ′n = C\Cn. Par additivit́e,ν+(Cn) =
∑n
i=1 ν+(Bi) etν+(C) = ν+(Cn) +

ν+(C ′n). Maisη(C ′n) → 0 parce queη est une mesure finie, donc (28) implique queν+(C ′n) → 0 (c’est ici qu’intervient
l’hypothèsep < ∞) : on a doncν+(C) =

∑
n ν+(Bn), et ν+ est une mesure. On vérifierait de m̂eme queν− est une

mesure.

d) D’apr̀es (28) les mesures finiesν+ et ν− sont absolument continues par rapportà η, donc aussi par rapportà µ.
D’après le th́eor̀eme32 il existe des fonctions̀+ et `−, µ-intégrables et̀a valeurs dansIR+, telles queν+ = `+ • µ et
ν− = `− • µ. On poseg = 1

h (`+ − `−), et on va montrer queg ∈ Lq, que||g||q ≤ a et queψ = ψg : comme on a vu
avant l’́enonće du th́eor̀eme que||ψg||′p ≤ ||g||q, on en d́eduira que||ψg||′p = ||g||q, et la preuve sera achevée.

e) (29) montre queψ(h1A) =
∫

(`+ − `−)1Adµ =
∫
gh1Adµ. En d’autres termes, on a

ψ(f) =
∫
gfdµ (30)

pour toute fonctionf de la formef = h1A. Par lińearit́e, on a (30) pour f de la formef = hk aveck finie étaǵee :
noter que dans ce cas on a|gf | ≤ K(`+ + `−) pour une certaine constanteK, tandis què + et `− sontµ-intégrables,
donc

∫
fgdµ existe et est fini. Supposons maintenantk mesurable avec|k| ≤ K pour une constanteK. En consid́erant

les parties positive et négative dek, on voit qu’il existe une suitekn de fonctionśetaǵees mesurables, avec|kn| ≤ K,
qui converge simplement versk ; d’une part|hkn| ≤ Kh ∈ Lp et hkn → hk simplement, donchkn →Lp

hk par
(14), doncψ(hkn) → ψ(hk) ; d’autre part|ghkn| ≤ K|gh| qui estµ-intǵrable etghkn → ghk simplement, donc∫
ghkndµ →

∫
ghkdµ par le th́eor̀eme de Lebesgue. (30) étant vraie pour chaquehkn, elle est vraie aussi pourhk : on

a donc montŕe (30) pour toute fonction mesurablef = hk aveck borńee.
Supposonsp = 1, doncq = ∞, et soitb > a. Soitk = 1{g≥b}−1{g≤−b}. (30) impliqueψ(hk) =

∫
|g|h1{|g|≥b}dµ ≥

b
∫
h1{|g|≥b}dµ ; on a aussi||hk||1 =

∫
h1{|g|≥b}dµ, et comme|ψ(hk)| ≤ a||hk||1 on arriveà une contradiction, sauf si

µ({|g| ≥ b}) = 0 : par suite on a|g| ≤ b µ-p.p. pour toutb > a, ce qui entraine queg ∈ L∞ et ||g||∞ ≤ a.
Supposonsp > 1, doncq <∞. Soitfn la fonction de m̂eme signe queg, et dont la valeur absolue vaut|g|q−11{|g|≤nh}.

fn/h étant borńee, (30) impliqueψ(fn) =
∫
gfndµ =

∫
|g|q1{|g|≤nh}dµ ; par ailleurs

∫
|fn|pdµ =

∫
|g|q1{|g|≤nh}dµ =

ψ(fn) puisquep(q − 1) = q. Comme|ψ(fn)| ≤ a||fn||p on en d́eduit que|ψ(fn)| ≤ a|ψ(fn)|1/p, d’où |ψ(fn)| ≤ aq.
En d’autres termes,

∫
|fn|pdµ =

∫
|g|q1{|g≤nh}dµ ≤ aq. Comme{|g| ≤ nh} crôıt versE (carh > 0), le th́eor̀eme de

limite monotone entrâıne que
∫
|g|qdµ ≤ aq : par suiteg ∈ Lq, et ||g||q ≤ a.

On a donc montŕe dans tous les cas queg ∈ Lq et que||g||q ≤ a, tandis que (30) impliqueψ(f) = ψg(f) si f est
mesurable etf/h est borńee. Soit enfinf ∈ Lp, et fn = f1{|f |≤nh}. On afn → f simplement et|fn| ≤ |f |, donc
d’apr̀es (14) on afn →Lp

f , par suiteψ(fn) → ψ(f) et ψg(fn) → ψg(f). Commeψ(fn) = ψg(fn) d’apr̀es ce qui
préc̀ede, on en d́eduit queψ(f) = ψg(f), et la preuve est enfin achevée. �

Remarque :Le résultat est faux pourp = ∞ : on a vu queL1 peutêtre identifíe à une partie de(L∞)′, via (26), mais ce
dernier espace est strictement plus grand queL1. La description du dual deL∞ est complexe et d́epasse les objectifs de
ce cours.
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Chapitre 6

La transform ée de Fourier

6.1 Définition et propri étésélémentaires

Dans (presque) tout ce chapitre l’espace de base estIRd, muni de la tribu boŕelienneRd. On note encoreλd la
mesure de Lebesgue surIRd, et on rappelle que l’intégrale (quand elle existe) d’une fonction boréliennef sur IRd est
not́ee

∫
fdλd =

∫
f(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd =

∫
f(x)dx. Rappelons aussi que pour intégrer une fonctioǹa valeurs

complexes, on peut intégrer śepaŕement la partie ŕeelle et la partie imaginaire.
La théorie des transforḿees de Fourier présente plusieurs aspects complémentaires :

1a) La transforḿee de Fourier des mesures finies surIRd.
1b) La transforḿee de Fourier des fonctions (réelles ou complexes) surIRd, qui sont int́egrables par rapportà la mesure
de Lebesgue : quittèa consid́erer śepaŕement la partie ŕeelle et la partie imaginaire, on se ramène aux fonctions réelles ;
quitte à écrire une fonction ŕeelle comme diff́erence de deux fonctions positives, on se ramène aux fonctions positives
(intégrables) : la transforḿee de Fourier def ≥ 0 sera alors simplement la transformée de Fourier de la mesureµ =
f • λd : cet aspect se réduit donc essentiellementà (1a).
2) La transforḿee de Fourier des fonctions complexes de carré int́egrable par rapport̀aλd : nous ne ferons que survoler
cet aspect.
3) La th́eorie des fonctions caractéristiques pour les probabilités : c’est d’une certaine manière un cas particulier de 1,
dont nous ne d́evelopperons aucunement les aspects spécifiques ici.

Définition 1 a) La transforḿee de Fourier de la mesureµ de masse totale finie sur(IRd,Rd) est la
fonction deIRd dansCC définie par

µ̂(u) =
∫
e−2iπ〈u,x〉µ(dx), (1)

où 〈u, x〉 désigne le produit scalaire usuel surIRd (si u = (uj) etx = (xj), on a〈u, x〉 =
∑d
j=1 ujxj).

b) Si f est une fonctioǹa valeurs complexes, intégrable par rapport̀a la mesure de Lebesgue, satransforḿee de
Fourier est la fonction deIRd dansCC définie par

f̂(u) =
∫
e−2iπ〈u,x〉f(x)dx; (2)

on écrit aussi parfoisFf au lieu def̂ .

Noter que|ei〈u,x〉| = 1, de sorte que dans (1) et (2) les int́egrales sont bien définies. Sif est une fonction positive,
Lebesgue-int́egrable, on âf = µ̂ si µ = f • λd.
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Proposition 2 a) La transforḿee de Fourier d’une mesure finie (resp. d’une fonction Lebesgue-intégrable)
est une fonction continue.
b) Les applicationsµ 7→ µ̂ etf 7→ f̂ sont lińeaires, et on a

|µ̂(u)| ≤ µ(IRd), |f̂(u)| ≤
∫
|f(x)|dx. (3)

c) La transforḿee de Fourier du produit de convolution de deux mesures finies (resp. d’une mesure finie
et d’une fonction int́egrable, resp. de deux fonctions intégrables) est le produit des deux transformées de
Fourier.

Preuve. (b) estévident (pour (3) on utilise|e−2iπ〈u,x〉| = 1, et 2-(36)). Pour (a) et (c), il suffit par lińearit́e de consid́erer
le cas des mesures.

Soitµ une mesure finie. Posons aussiψu(x) = e−2iπ〈u,x〉. Pour chaquex ∈ IRd la fonctionu 7→ ψu(x) est continue,
et |ψu(x)| ≤ 1 : la proposition 3-14entraine alors imḿediatement (a).

Soitµ = µ1 ?µ2, oùµ1 etµ2 sont deux mesures finies. On sait queµ est aussi une mesure finie (cf. l’exemple 2 avant
la proposition 4-25), et 4-(34) et 4-(22) impliquent

µ̂(u) =
∫
e−2iπ〈u,x+y〉µ1(dx)µ2(dy) =

(∫
e−2iπ〈u,x〉µ1(dx)

)(∫
e−2iπ〈u,y〉µ2(dy)

)
,

de sorte quêµ(u) = µ̂1(u)µ̂2(u).
Lorsqueµ est une mesure finie etf est une fonction int́egrable, quittèa prendre les parties positives et négatives des

parties ŕeelle et imaginaire def , et à utiliser la lińearit́e de la transforḿee de Fourier et du produit de convolution, on
peut supposer quef ≥ 0, et on sait alors queµ ? f est la densit́e de la mesureµ ? (f • λd) ; d’apr̀es ce qu’on vient de
voir, la transforḿee de Fourier deµ ? f est alors le produit̂µf̂ . Le résultat concernant le produit de convolution de deux
fonctions se montre de la m̂eme manìere. �

Par exemple, la transforḿee de Fourier de la mesure de Diracεa ena ∈ IRd est

ε̂a(u) = e−2iπ〈u,a〉 (en particulier, ε̂0(u) = 1 ). (4)

Cela est coh́erent avec l’assertion (c) ci-dessus et le fait queε0 ? µ = µ et ε0 ? f = f . Des changements de variables
élémentaires dans (2) permettent de montrer les propriét́es suivantes, òu f est une fonction complexe Lebesgue-intégrable
et òu a désigne le complexe conjugué dea :

g(x) = f(−x) ⇒ ĝ(u) = f̂(−u) = f̂(u). (5)

g(x) = f(x/a), a ∈ IR\{0} ⇒ ĝ(u) = adf̂(au). (6)

Exemple : les śeries de Fourier.On sait qu’une śerie de Fourier est une série de terme ǵeńeralane2inπu indicée par
n ∈ ZZ. Lorsque lesan sont ŕeels et que

∑
n∈ZZ |an| <∞, la somme d’une telle série apparait donc comme la transformée

de Fourier de la mesure suivante surIR :
µ =

∑
n∈ZZ

anε−n.

6.2 Injectivit é et formule d’inversion

Nous nous proposons de démontrer dans ce paragraphe le résultat fondamental selon lequel deux mesures admettant
la même transforḿee de Fourier sont́egales, ainsi que quelques corollaires qui seronténonćes plus loin. Nous allons
commencer par un certain nombre de résultats auxiliaires. D’abord, soit la fonction

g(x) =
1√
2π
e−x

2/2. (7)
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Lemme 3 La fonctiong est la densit́e d’une probabilit́e surIRd, et sa transforḿee de Fourier est̂g(u) =
e−2π2u2

.

Preuve. a) La fonctiong est positive, et borélienne puisque continue. Pour montrer que c’est la densité d’une probabilit́e
il suffit donc de prouver queI =

∫
g(x)dx vaut1. D’après la proposition 4-20on a

I2 =
∫
IR2

g(x)g(y)dxdy =
1
2π

∫
IR2

e−(x2+y2)/2dxdy.

Passons en coordonnées polaires : siD = IR2\{0} et ∆ =]0,∞[×[0, 2π[, à tout point(ρ, θ) ∈ ∆ on associe un point
et un seul(x, y) = h(ρ, θ) de∆ de sorte quex = ρ cos θ et y = ρ sin θ. h est clairement unC1-diff éomorphisme de
∆ dansD, dont le jacobien vautDh(ρ, θ) = ρ. Donc en appliquant le théor̀eme 4-21 avech, ∆ etD et la fonction
f(x, y) = e−(x2+y2)/2, et en remarquant quef ◦ h(ρ, θ) = e−ρ

2/2, on obtient (puisque l’ensembleIR2\D = {0} est de
λ2-mesure nulle) :

I2 =
1
2π

∫
D

f(x, y)dxdy =
1
2π

∫
∆

f ◦ h(ρ, θ)ρdρdθ =
1
2π

∫
[0,2π[

dθ

(∫
]0,∞[

e−ρ
2/2ρdρ

)

(la dernìere égalit́e vient du th́eor̀eme de Fubini, la fonction qu’on intègreétant mesurable et positive). En faisant le
changement de variablez = ρ2/2 on voit que

∫∞
0
e−ρ

2/2ρdρ =
∫∞
0
e−zdz = 1, de sorte queI2 = 1

2π

∫ 2π

0
dθ = 1 :

doncI = 1.

b) On aĝ(u) = 1√
2π

∫
fu(x)dx, avecfu(x) = e−2iπux−x2/2. La fonctionu 7→ fu(x) est clairement d́erivable, de

dérivéeFu(x) = −2iπxfu(x). Par ailleurs on a|Fu(x)| ≤ 2π|x|e−x2/2, et la fonctionx 7→ 2π|x|e−x2/2 est Lebesgue-
intégrable : on peut donc appliquer le théor̀eme de d́erivation sous le signe intégral (proposition 3-14), d’apr̀es lequel̂g
est d́erivable, de d́erivée donńee par

ĝ′(u) = −i
√

2π
∫
xe−2iπux−x2/2dx.

En faisant une int́egration par parties avecxe−x
2/2 (dont une primitive est−e−x2/2) ete−2iπux (dont la d́erivée enx est

−2iπue−2iπux), on obtient

ĝ′(u) = −i
√

2πe−2iπux−x2/2|+∞−∞ − u(2π)3/2
∫
e−2iπux−x2/2dx = −4π2uĝ(u).

La solution ǵeńerale de l’́equation diff́erentielleà variables śeparablesf ′(u) = −4π2uf(u) étantf(u) = Ce−2π2u2
, et

comme on âg(0) =
∫
g(x)dx = 1 d’apr̀es (a), on voit que ńecessairement̂g(u) = e−2π2u2

. �

Ensuite, pour toutσ > 0 on consid̀ere la fonction

gσ(u) =
1

σ
√

2π
e−x

2/2σ2
=

1
σ
g(x/σ) (8)

(doncg = g1). Il est facile par un changement de variable de vérifier quegσ est encore la densité d’une probabilit́e sur
IR, et d’apr̀es (6) sa transforḿee de Fourier est

ĝσ(u) = e−2π2σ2u2
. (9)

Enfin pourσ > 0 on d́efinit la fonction suivante surIRd, en utilisant la notationx = (x1, . . . , xd) :

gd,σ(x) =
d∏
j=1

gσ(xj) =
1

(σ
√

2π)d
e−|x|

2/2σ2
. (10)

D’après la proposition 4-20et (9) sa transforḿee de Fourier est

ĝd,σ(u) =
d∏
j=1

ĝσ(uj) = e−2π2σ2|u|2 . (11)
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Lemme 4 Soitµ une mesure finie sur(IRd,Rd). On a :
a) (gd,σ ? µ)(x) =

∫
IRd µ̂(u)e2iπ〈u,x〉−2π2σ2|u|2du.

b) Pour toute fonction continue bornéeh surIRd, l’int égrale
∫
hdµ est la limite de

∫
IRd(gd,σ ?µ)(x)h(x)dx

lorsqueσ → 0.

Preuve. a) Remarquons quegd,σ(x) = 1
(σ
√

2π)d
ĝd,1/2πσ(−x) par (10) et (11). Donc d’apr̀es 4-(36) et (2) et le th́eor̀eme

de Fubini, il vient

(gd,σ ? µ)(x) =
∫
gd,σ(x− y)µ(dy) = 1

(σ
√

2π)d

∫
ĝd,1/2πσ(y − x)µ(dy)

= 1
(σ
√

2π)d

∫
µ(dy)

(∫
gd,1/2πσ(z)e−2iπ〈y−x,z〉dz

)
=

∫
e2iπ〈x,z〉−2π2σ2|z|2/2dz

(∫
e−2iπ〈y,z〉µ(dy)

)
,

d’où le ŕesultat.
b) SoitIσ =

∫
(gd,σ ? µ)(x)h(x)dx. On a la suite d’́egalit́es :

Iσ =
∫
h(x)dx

(∫
gd,σ(x− y)µ(dy)

)
=
∫
µ(dy)

(∫
h(x)gd,σ(x− y)dx

)
(par Fubini)

=
∫
µ(dy)

(∫
h(y + z)gd,σ(z)dz

)
(changement de variablez = x− y)

=
∫
µ(dy)

(∫
h(y + z) 1

σd gd,1(z/σ)dz
)

(puisquegd,σ(z) = 1
σd gd,1(z/σ))

=
∫
µ(dy)

(∫
h(y + uσ)gd,1(u)du

)
(changement de variableu = z/σ).

Posons alorskσ(y) =
∫
h(y + uσ)gd,1(u)du, et soitC une constante telle que|h(x)| ≤ C pour toutx. On a|h(u +

uσ)gd,1(u)| ≤ Cgd,1(u), et d’apr̀es 4-(22) et le fait queg est d’int́egrale1 par rapport̀a la mesure de Lebesgue, on a∫
IRd gd,1(u)du = 1 également, de sorte que|kσ(y)| ≤ C. Commeh est continue, on ah(y+ uσ) → h(y) quandσ → 0.

On peut alors appliquer une première fois le th́eor̀eme de Lebesgue pour obtenir quekσ(y) converge quendσ → 0
vers

∫
h(y)gd,1(u)du = h(y). En appliquant une seconde fois le même th́eor̀eme, on obtient que

∫
kσ(y)µ(dy) →∫

h(y)µ(dy), et le ŕesultat est prouv́e. �

Nous arrivons maintenant au théor̀eme fondamentald’injectivitéde la transforḿee de Fourier :

Théorème 5 a) La transforḿee de Fourier̂µ caract́erise la mesure finieµ (i.e. deux mesures finies ayant
même transforḿee de Fourier sont́egales).
b) La transforḿee de Fourierf̂ caract́erise la fonction complexe Lebesgue-intégrablef à un ensembleλd-
négligeable pr̀es (i.e. deux fonctions intégrables ayant m̂eme transforḿee de Fourier sont́egalesλd-presque
partout).

Preuve. a) Il suffit d’appliquer le lemme4 : si on connaitµ̂, on connait aussigd,σ ? µ d’apr̀es le lemme4-(a), donc
aussi

∫
hdµ pour toute fonction continue bornéeh d’apr̀es le lemme4-(b) : il resteà montrer que siµ et µ′ sont deux

mesures finies telles que
∫
hdµ =

∫
hdµ′ pour toute fonction continue bornéeh, on aµ = µ′. Pour tout rectangle

A =
∏d
j=1] −∞, aj [ il est facile de construire une suite(hn)n≥1 de fonctions continues telles que0 ≤ hn ≤ 1 et que

limn hn = 1A. D’après le th́eor̀eme de Lebesgue on aµ(A) = limn

∫
hndµ, et de m̂eme pourµ′. Par suiteµ(A) = µ′(A)

pour tout rectangle comme ci-dessus, et on sait que cela entraineµ = µ′.

b) Si on remplaceµ par une fonction positive Lebesgue-intégrablef , le lemme pŕećedent reste encore valide (puisque
cela revient̀a prendre pourµ la mesuref • λd). Par lińearit́e on remarque alors que le lemme reste aussi valide pourµ
remplaće par une fonction complexe intégrablef .

Deux fonctions complexesf etf ′, Lebesgue-int́egrable, ayant m̂eme transforḿee de Fourier v́erifient donc
∫
A
f(x)dx =∫

A
f ′(x)dx pour tout rectangleA =

∏d
j=1]−∞, aj ], par le m̂eme argument que ci-dessus : le lemme 5-30-(b) (appliqúe

sépaŕement pour les parties réelles et imaginaires def etf ′) permet alors de conclure.�
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On peutêtre plus pŕecis : en combinant les deux assertions du lemme4 on voit que sih est une fonction continue
borńee, on a : ∫

hdµ = lim
σ↓0

∫
h(x)dx

(∫
µ̂(u)e2iπ〈u,x〉−2π2σ2|u|2du

)
, (12)

ce qui est uneformule d’inversiondes transforḿees de Fourier des mesures finies. Pour les fonctions, on peut faire mieux :

Théorème 6 a) Siµ est une mesure finie dont la transformée de Fourierµ̂ est Lebesgue-intégrable, elle
admet une densité continue et borńeeg par rapportà la mesure de Lebesgue, donnée par la formule

g(x) =
∫
e2iπ〈u,x〉µ̂(u)du. (13)

b) Sif est une fonction complexe Lebesgue-intégrable, dont la transforḿee de Fourier
estégalement Lebesgue-intégrable, on a

f(x) =
∫
e2iπ〈u,x〉f̂(u)du pourλd-presque toutx. (14)

Vu le théor̀eme5(b), dans (b) ci-dessus on ne peut pas faire mieux que l’égalit́e λd-p.p. ; d’ailleurs, le membre de
droite de (14) est continu borńe, ce qui n’est pas nécessairement le cas def .

Preuve. a) Soitg définie par (13). L’int égrand du membre de droite est continu enx et majoŕe en module par la fonction
intégrable|µ̂|, doncg est borńee, et continue grâceà la proposition 3-14. Par ailleurs, sih est continuèa support compact
dansIRd, on peutéchanger limite et intégrales dans le membre de droite de (12) (théor̀eme de Lebesgue). On obtient
alors

∫
hdµ =

∫
h(x)g(x)dx pour toute fonctionh continueà support compact.

Soit maintenantC la classe des rectanglesA =
∏d
j=1]aj , bj ] avec−∞ < aj < bj < ∞. Cette classe est stable par

intersection, contient une suite(En)n≥1 croissant versIRd, et engendre la tribuRd. De plus siA ∈ C il est facile de
construire des fonctionshn, h, continues̀a support compact, telles quehn → 1A et 0 ≤ hn ≤ h. On d́eduit alors de∫
hndµ =

∫
hn(x)g(x)dx et du th́eor̀eme de Lebesgue queµ(A) =

∫
A
g(x)dx.

Le lemme 5-30-(b) appliqúe aux fonctions0 et g′ = partie imaginaire deg (qui vérifie
∫
A
g′(x)dx = 0 pour tout

A ∈ C d’apr̀es ce qui pŕec̀ede) impliqueg′ = 0 λd-p.p., et la continuit́e deg (donc deg′) entraine qu’en faitg′ = 0, de
sorte queg està valeurs ŕeelles.

Soit alors les mesuresν+ = g+ • λd et ν− = g− • λd, qui vérifientν+(A) < ∞ et ν−(A) < ∞ pourA ∈ C. On a
donc en faitµ(A) + ν−(A) = ν+(A) pour toutA ∈ C, et le th́eor̀eme 4-1 impliqueµ+ ν− = ν+. Si alorsN ∈ Rd est
λd-négligeable, il vientν+(N) = ν−(N) = 0, doncµ(N) = 0 : par suiteµ est absolument continue par rapportàλd,
et d’apr̀es le th́eor̀eme de Radon-Nikodym il existe une fonctionk positive Lebesgue-intégrable, telle queµ = k • λd. Si
En =] − n, n]d les fonctionsk1En

et g1En
sont Lebesgue-intégrables et v́erifient

∫
A
(k1En

)(x)dx =
∫
A∩En

k(x)dx =∫
A∩En

g(x)dx =
∫
A
(g1En

)(x)dx pour toutA ∈ C, donc le lemme 5-30-(b) entrainek1En
= g1En

λd-p.p. pour toutn.
On a donc aussik = g λd-p.p., ce qui ach̀eve la d́emonstration de (a).

b) Lorsquef ≥ 0 le résultat d́ecoule de (a) appliqúe à la mesureµ = f • λd (puisqu’alorsµ̂ = f̂ , et que sig est une
densit́e deµ par rapport̀aλd on af = g λd-p.p. d’apr̀es le lemme 5-30). On passe au cas géńeral en prenant les parties
positives et ńegatives des parties réelle et imaginaire def . �

6.3 Quelques ŕesultats de densit́e

Nous interrompons un moment l’exposé de la th́eorie de la transforḿee de Fourier pour donner les résultats de
“densit́e” qui nous seront ńecessaires. Le premier est un résultat ǵeńeral de th́eorie de la mesure.
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Proposition 7 Soit(E, E) un espace mesurable muni d’une mesure finieµ etG une alg̀ebre de parties deE,
engendrant la tribuE . Pour toutA ∈ E il existe une suite(An)n≥1 d’éléments deG telle queµ(A∆An) → 0
quandn→∞.

Preuve. NotonsD la classe desA ∈ E pour lesquels il existe une suiteAn ∈ G telle queµ(A∆An) → 0. Soit
A,B ∈ D avecA ⊂ B, et deux suitesAn, Bn ∈ G assocíees comme ci-dessus. CommeG est une alg̀ebre on a
Cn = Bn ∩ (An)c ∈ G, tandis que(B\A)∆Cn ⊂ (A∆An) ∪ (B∆Bn). On a donc

µ((B\A)∆Cn) ≤ µ(A∆An) + µ(B∆Bn) → 0,

de sorte queB\A ∈ D. De m̂eme siAn ∈ D est une suite croissante, de limiteA, pour toutm ∈ IN∗ il existen tel que
µ(A\An) ≤ 1/m ; pour touti ≤ n il existeCi ∈ G tel queµ(Ai∆Ci) ≤ 1/nm. Si alorsBm = ∪ni=1Ci, on aBm ∈ G
etA∆Bm ⊂ (A\An) ∪ (∪ni=1Ai∆Ci), donc

µ(A∆Bm) ≤ µ(A\An) +
n∑
i=1

µ(Ai∆Ci) ≤
1
m

+
n

nm
=

2
m
,

doncµ(A∆Bm) → 0 quandm→∞. Par suiteD est unλ-syst̀eme, et le lemme 4-2 implique queD = E : on a donc le
résultat cherch́e. �

Le résultat suivant est plus qu’il nous faut pour la suite :

Proposition 8 Soitµ une mesure de Radon surIRd (= une mesure telle queµ(K) <∞ pour tout compact
K). Si p ∈ [1,∞[ et si f ∈ Lp = Lp(IRd,Rd, µ), il existe une suite(fn)n≥1 de fonctions ind́efiniment
différentiables̀a supports compacts qui converge versf dansLp.

Preuve. Quitte à approcher śepaŕementf+ et f−, on peut supposer quef ≥ 0. Si les(gn) vérifient 0 ≤ gn ≤ f et
croisssent versf , on agn →Lp

f par 5-(14) : il suffit donc d’approcher dansLp chaque fonctiongn par une suite de
fonctionsC∞ à supports compacts, donc on peut en fait supposerf étaǵee. Sif =

∑k
j=1 aj1Aj

, par lińearit́e il suffit
d’approcher chaque indicatrice1Aj

: par suite on peut supposer quef = 1A avecµ(A) <∞ (puisquef ∈ Lp).
Soit les ensemblesEn =]− n, n]d. Si ε > 0 il existem tel queµ(A ∩ (Em)c) ≤ ε puisqueµ(A) <∞. Par ailleurs

notonsG la classe des réunions finies de rectangles deux-à-deux disjoints de la forme
∏d
j=1]aj , bj ] : il est tr̀es simple de

vérifier queG est une alg̀ebre, et on sait que la tribu engendrée estRd. Le lemme pŕećedent appliqúe à la restriction deµ
àEm (qui est une mesure finie puisqueµ est de Radon) permet de trouverB ∈ G tel queµ(Em∩(A∆B)) ≤ ε, et on peut
bien-ŝur supposer queB ⊂ Em. On a||1A−1B ||p = µ(A∆B)1/p, etµ(A∆B) ≤ µ(A∩(Em)c)+µ(Em∩(A∆B)) ≤ 2ε.
Commeε est arbitraire, il suffit donc de montrer le résultat pour chaqueB ci-dessus, ce qui revientà supposer queA ∈ G
etA ⊂ Em pour unm. Enfin, par lińearit́e une nouvelle fois, il suffit de considérer le cas òuA est un rectangle borné : il
est alors tr̀es facile de construire des fonctions indéfiniment diff́erentiablesfn telles que0 ≤ fn ≤ 1Em pour unm fixé,
et quefn(x) → 1A(x) pour toutx. En appliquant une nouvelle fois 5-(14) on obtient quefn →Lp

1A, et la preuve est
achev́ee. �

Remarque : Ce ŕesultat est faux lorsquep = ∞ : on ne peut pas approcher une indicatrice d’ensemble par une suite
de fonctions continues, au sens deL∞ : en effet, la convergence dansL∞ est “presque” la convergence uniforme. De la
même manìere, les quelques résultats qui suivent sont faux pourp = ∞.

Voici maintenant quelques applications.

Lemme 9 Soitf une fonction deLp = Lp(IRd,Rd, λd), pour unp ∈ [1,∞[, et notonsτtf la “translatée”
def définie parτtf(x) = f(x + t) (pour t ∈ IRd). Alors t 7→ τtf est une fonction continue deIRd dans
Lp.

Preuve. Par un changement de variableévident, il est clair queτtf est dansLp et ||τtf ||p = ||f ||p. Soit ε > 0. La
proposition pŕećedente nous donne une fonction continueà support compactg telle que||f − g||p ≤ ε. On a

||τtf − τsf ||p ≤ ||τtf − τtg||p + ||τtg − τsg||p + ||τsg − τsf ||p.
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On a||τtf − τtg||p = ||τsg− τsg||p = ||f − g||p ≤ ε. Par ailleurs sis est fix́e on aτtg(x) → τsg(x) pour toutx lorsque
t → s puisqueg et continue, et|τtg| est majoŕe parC1K pour une certaine constanteC et un compact convenableK
lorsquet décrit la boule de centres et de rayon1 : cette fonctiońetant dansLp, 5-(14) implique ||τtg − τsg||p ≤ ε si t
est assez proche des. Par suite||τtf − τsf ||p ≤ 3ε pourt assez proche des, et on a le ŕesultat puisqueε est arbitraire.�

Corollaire 10 Si f est dansLp = Lp(IRd,Rd, λd) pour unp ∈ [1,∞[, les fonctionsgd,σ ? f convergent
versf dansLp lorsqueσ → 0.

Preuve. Lorsquep = 1 il n’y a pas de probl̀eme pour d́efinir le produit de convolution puisque les deux fonctions sont
intégrables. Sip > 1, la fonctiony 7→ f(x− y) est dansLp (mais pas forćement dansL1), et il est facile de v́erifier que
si 1/p + 1/q = 1, alorsgd,σ est dansLq : d’apr̀es Ḧolder, le produit de ces deux fonctions est dansL1, de sorte qu’on
peut d́efinir le produit de convolution par la formule 4-(38).

Comme
∫
gd,σ(x)dx = 1, on a

||gd,σ ? f − f ||pp =
∫
dx

∣∣∣∣∫ gd,σ(y)(f(x− y)− f(x))dy
∣∣∣∣p

≤
∫
dx

(∫
gd,σ(y)|f(x− y)− f(x)|pdy

)
en appliquant Ḧolder aux fonctionsy 7→ f(x− y)− f(x) ety 7→ 1, pour1/p+ 1/q = 1 et relativement̀a la probabilit́e
de densit́egd,σ par rapport̀aλd. D’après Fubini, il vient alors

||gd,σ ? f − f ||pp ≤
∫
gd,σ(y)||τ−yf − f ||ppdy =

∫
gd,1(z)||τ−zσ − f ||ppdz

par le changement de variablesy = zσ. Il suffit alors d’appliquer le lemme préćedent, le th́eor̀eme de Lebesgue et le fait
que||τtf − f ||p ≤ 2||f ||p pour obtenir que l’expression ci-dessus tend vers0 si σ → 0. �

Terminons par une application aux transformées de Fourier. La transformée de Fourier
d’une fonction int́egrable n’est pas nécessairement intégrable, mais on a :

Proposition 11 Sif est Lebesgue-intégrable surIRd, alors f̂(u) → 0 quand|u| → ∞.

Preuve. On posehσ = gd,σ ? f − f . (3) implique |ĥσ| ≤ ||hσ||1, qui tend vers0 d’apr̀es le corollaire ci-dessus. La
proposition2 entrâıne quêhσ = (ĝd,σ − 1)f̂ , de sorte que (11) implique f̂(u) = ĥσ(u)/(e−2π2σ2|u|2 − 1). Si ε > 0 on
choisit alorsσ de sorte que||hσ||1 ≤ ε, puisA de sorte que1− e−2π2σ2A2 ≥ 1/2. Si |u| > A on a alors|f̂(u)| ≤ 2ε, et
commeε est arbitraire on a le résultat.�

6.4 La transformée de Fourier dansL2

Nous allons voir qu’on peut aussi définir la transforḿee de Fourier des fonctions surIRd qui sont de carŕe int́egrable
(et pas ńecessairement intégrables). Dans ce cas, la formule (2) peut ne pas avoir de sens, et il faut opérer autrement.

Dans ce paragraphe, nous notonsL2
CC l’ensemble des (classes d’équivalence pour l’́egalit́e presque partout des) fonc-

tions complexes surIRd, dont le carŕe du module|f |2 est Lebesgue-intégrable. C’est́evidemment un espace vectoriel sur

le corpsCC, sur lequel on d́efinit une norme||f ||2 =
√∫

|f(x)|2dx. De manìere plus pŕecise, cette norme est associée

au produit scalaire - complexe - défini par〈f, g〉 =
∫
f(x)g(x)dx, et on||f ||22 = 〈f, f〉 : tout marche comme dans le cas

réel, sauf que la syḿetrie du produit scalaire est remplacée ici par la propríet́e 〈f, g〉 = 〈g, f〉. On d́emontre exactement
comme au chapitre préćedent queL2

CC est unespace de Hilbert(surCC).
Commençons par un lemme, où on d́esigne parCint l’ensemble des fonctions complexes surIRd qui sont continues,

borńees et Lebesgue-intégrables. Une telle fonctionf vérifie |f |2 ≤ C|f | siC = sup |f(x)|, de sorte qu’elle est aussi de
carŕe int́egrable.
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Lemme 12 Sif ∈ Cint, alors f̂ ∈ L2
CC et ||f ||2 = ||f̂ ||2.

Preuve. Exactement comme dans la preuve du théor̀eme6, le lemme4 est valable avecµ remplaćee par la fonction
intégrablef , à condition que dans la partie (b) on lise

∫
f(x)h(x)dx au lieu de

∫
hdµ. Il vient alors, puisque|f |2 = ff

etf est continue borńee :

||f ||22 =
∫
f(x)f(x)dx = limσ↓0

∫
f(x)dx

(∫
f̂(u)e2iπ〈u,x〉−2π2σ2|u|2du

)
= limσ↓0

∫
f̂(u)e−2π2σ2|u|2du

(∫
f(x)e2iπ〈u,x〉dx

)
= limσ↓0

∫
f̂(u)e−2π2σ2|u|2 f̂(u)du,

où la secondéegalit́e vient du th́eor̀eme de Fubini (qu’on peut appliquer puisquef̂ est borńee etf est int́egrable).
L’int égrand de la dernière expression ci-dessus est réel positif et crôıt vers |f̂(u)|2 lorsqueσ ↓ 0 : le résultat provient
alors du th́eor̀eme de limite monotone.�

Rappelons qu’on note aussiFf = f̂ . Ce qui pŕec̀ede signifie qu’on peut considérerF comme une application du
sous-espaceCint deL2

CC dansL2
CC , qui est clairement lińeaire, et que cette application préserve la norme||.||2.

Théorème 13 L’applicationF deCint dansL2
CC définie ci-dessus admet une extension unique, notée encore

F , deL2
CC dans lui-m̂eme, qui est un isomorphisme d’espaces de Hilbert (= elle est linéaire bijective et

préserve la norme), et qui coı̈ncide avec la transforḿee de Fourier du (2) pour les fonctions deL2
CC qui sont

Lebesgue-int́egrables. De plus, l’inverse deF surL2
CC est donńee par

(F−1f)(u) = (Ff)(−u). (15)

Si f ∈ L2
CC , la fonctionFf est encore appelée la transforḿee de Fourier def , et on l’écrit même parfois sous la

forme (2) bien que l’int́egrale n’ait pas de sens en géńeral. Noter toutefois que dans ce cas,Ff est la limite dansIL2 des
fonctionsu 7→

∫
{x:|x|≤A} e

−2iπ〈u,x〉f(x)dx lorsqueA → ∞. Remarquer aussi que (15) est l’analogue de (14). Enfin,

F−1 est appeĺee latransforḿee de Fourier inverse.

Preuve. a) l’existence et l’unicit́e de l’extension vont provenir de ce queCint est dense dansL2
CC , ce qui signifie que

toute fonctionf deL2
CC est limite pour la norme||.||2 d’une suite(fn)n≥1 de fonctions deCint : cette propríet́e d́ecoule

immédiatement de la proposition8 appliqúee aux parties réelle et imaginaire def , compte tenu du fait qu’une fonction
indéfiniment d́erivableà support compact est dansCint.

Soit en effetf etfn comme ci-dessus. La suite(fn) est de Cauchy dansL2
CC , donc il en est de m̂eme de la suite(Ffn)

par le lemme12, donc cette dernière suite converge vers une limite notéeFf . Si (f ′n) est une autre suite deCint telle que
||f ′n − f ||2 → 0, on a aussi||f ′n − fn||2 → 0, donc||Ff ′n − Ffn||2 → 0 : en d’autres termes,Ff ne d́epend pas de la
suite(fn) choisie, et cela d́efinit une extension deF àL2

CC qui estévidemment lińeaire, et qui pŕeserve la norme. SiF ′

était une autre extension, on aurait aussi||Ffn − F ′f ||2 = ||fn − f ||2 → 0, de sorte que ńecessairementF ′f = Ff :
donc l’extension est unique.

b) Supposons maintenant quef ∈ L2
CC soit en plus Lebesgue-intégrable. Nous pouvons définir sa transforḿee de

Fourierf̂ par (2), et aussi la fonctionFf comme ci-dessus. En examinant la preuve de la proposition8 on voit facilement
qu’on peut trouver une suite(fn) de fonctions ind́efiniment d́erivables̀a support compact, convergeant versf dansL2

CC et
dansL1

CC simultańement (L1
CC désignéevidemment l’espace des fonctions complexes Lebesgue-intégrable, avec la norme

||f ||1 =
∫
|f(x)|dx). D’une part la proposition2 implique que|f̂n− f̂ | ≤ ||fn−f ||1 → 0 ; d’autre part on a vu ci-dessus

quef̂n = Ffn → Ff dansL2
CC . On en d́eduit queFf = f̂ .

c) SoitG l’image deL2
CC parF . Nous allons montrer maintenant queG = L2

CC : cela ach̀evera de prouver queF est
un isomorphisme.
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D’abord, commeF est lińeaire,G est un espace vectoriel, et on va voir qu’il est fermé : sifn ∈ L2
CC et siFfn → g,

on a||fn − fm||2 = ||Ffn − Ffn||2 → 0 qundn,m→∞, donc la suite(fn) converge vers une limitef dansL2
CC ; en

vertu de ce qui pŕec̀ede, on a doncg = Ff , doncg ∈ G etG est ferḿe.
CommeG est un sous-espace vectoriel fermé deL2

CC , pour montrer queG = L2
CC il suffit en vertu de la proposition

5-21de montrer que sif ∈ L2
CC est orthogonal̀aG, alorsf = 0. Mais on a vu quegd,σ est la transforḿee de Fourier d’une

fonction deCint (cf. (10) et (11)), doncgd,σ ∈ G. Il en est de m̂eme de ses translatéesτagd,σ (car on aτa(Fh) = Fh′ si
h′(x) = h(x)e−2iπ〈a,x〉). Donc sif ∈ L2

CC est orthogonalèaG on a

(gd,σ ? f)(x) =
∫
gd,σ(y − x)f(y)dy = 〈τ−xgd,σ, f〉 = 0,

où ci-dessus〈., .〉 désigne le produit scalaire dansL2
CC . Ceci étant vrai pour toutσ > 0, le corollaire10 implique que

f = 0.

d) Il resteà prouver (15). Lorsquef ∈ L2
CC ∩ L1

CC , cette formule n’est autre que (14). CommeF etF−1 préservent la
norme||.||2, et commeL2

CC ∩ L1
CC est dense dansL2

CC , le résultat est alorśevident. �
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